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PREFACE.

Le jeu de billard, tel qu’il est devenu aujourd’hui,
par l'usage des queues propres & donner aux billes d’as-
sez forts mouvemens de rotation , offre divers problémes
de dynamique que I'on trouvera résolus dans cet ouvrage.
Je pense que les personnes qui ont des connaissances de
mécanique rationnelle, comme les éléves de I'Ecole
Polytechnique, verront avec intérét I'explication de tous
les effets singuliers qu'on observe dans le mouvement des
billes.

Clest apres avoir vu produire ces effets par le célebre
joueur Mingaud, que jaiessayé, il yadéja long-temps,
de les soumettre au calcul. Javais trouvé alors ce qui
fait I'objet du premier et du huititme chapitre de cet
ouvrage. Depuis j’ai complété ce qui se rapporte plus
spécialement au choc des billes, en ayant égard au frot-/-
tement.

Je dois a I'obligeance de M. Mingaud d’avoir pu m’as-
surer en le voyant jouer, que les formules et les con-
structions qui s'en déduisent donnent des résultats con-
formes a I'expérience.

M. de Tholozé,, gouverneur de I'Ecole Polytechnique,
a bien voulu m’indiquer divers coups compliqués dont
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la théorie m’a donné ensuite I'explication : ainsi c'est par
lui que jai vu produire Veffet indiqué par les construc-
“tions des figures 31 et 67, qui sont expliquées dans le
cours de I'ouvrage.

M. Poisson , dans la nouvelle édition de son Traité de
mécanique, a examiné les effets du frottement sur une
sphére qui se meut en ligne droite : cette question est
un cas particulier de celle qu'on a A résoudre dans le
jeu de billard. Le fils du célebre Euler s'est occupé du
mouvement d’'une sphére sur un plan, en ayant égard
au seul frottement de glissement.Son mémoire, dont je
n’ai eu connaissance que depuis que javais déji terminé
mon travail, est inséré dans le recueil de I'académie de
Berlin, année 1758. On n’y trouve de commun avec cet
ouvrage qu'une des propositions que je donne dans le
premier chapitre d’'une maniére plus simple : elle con-
siste en ce que la courbe décrite par le &entre de la bille
est une parabole, quand on ne considére que le frotte-
ment de glissement. Ce géométre n’a pas donné le théo-
réme au moyen duquel , méme en considérant les deux
frottemens , on obtient la marche de la bille lorsqu’elle
finit par rouler.Pour ce qui concerne l'effet du frottement
dans’ le choc des billes entre elles et avec la bande, et
pour tout ce qui se rapporte au coup de queue incliné,
je ne crois pas quon s'en soit encore occupé.

Jai pensé que quelques personues qui ne voudraient
pas entrer dans le détail des démonstrations, et qui ce-
pendant auraient assez ce connaissances mathématiques
pour entendre le langage et les principaux signes de cette
science, seraient Lien aises de trouver & part un résumé
des regles et des constructions fournies par la théorie:
c'est pourquoi je I'ai présenté en téte de l'ouvrage. Les
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lecteurs qui voudraient examiner plutét les questions
sous le point de vue mathématique, pourront passer cet
exposé, qui se trouve reproduit dans I'ouvrage avec les
démonstrations. Néanmoins, on devra y recourir pour
Texplication des planches 6,7, 8,9, 10, 11 et 12; elle
se trouve aux pages de 32 & 39, et de 46 & 5o.

— et G ER——
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EXPOSE

Des principales conséquences de la théorie, et des construc-
tions qui donnent les mouvemens des billes.

Je commencerai par définir quelques termes, et
par poser les principales notations dont je me ser-
virai.

Point dappui de la bille. Cest le point par lequel
elle repose sur le tapis et oul s'exerce le frottement.

Point supérieur de la bille. Cest le point situé a
I'opposé du point dappui sur le diamétre vertical
passant par ce pomt

Le centre supérieur de percussion ou d’oscillation de
la bille. Cest un point situé sur la verticale passant
par le centre & une distance au-dessus de ce centre,
égale aux ; du rayon.

Le centre inférieur de percusszon. Clest un point si-
tué au-dessous du centre aux ; du rayon.

Le premier point est le centre de percussion par
rapport & un axe de suspension passant par le point
d'appui; le second point est le centre analogue en fai-
sant passer I'axe de suspension par le point supérieur
de la bille, c'est-a-dire par I'autre extrémité du dia-
métre vertical qui va au point d’appui.

Azxe de rotation. Cest I'axe dont tous les points ont
la méme vitesse que le centre.

La direction de cet axe de rotation est celle d'une
ligne partant du centre et dirigée sur cet axe, d'un

P §
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coté tel que larotation qui a lieu se fasse de gauche a
droite autour de cette ligne, pour un observateur
voyant la bille par le coté oti aboutit cette direction.
Ainsi quand la bille roule sans glisser autour d’'un axe
horizontal et qu'clle s'¢loigne du joucur, la direction
. de T'axe de rotation est le rayon horizontal a droite
du joueur. )

Vitesse de rotation au point d'appui. Cest la vitesse
qu'aurait le point d’appui de la bille, en vertu de la
seule vitesse de rotaticn autour de son centre supposé
immobile. ‘

Rotation directe. Cest la rotation qui a lieu dans le
méme sens que lorsque la bille roule sans glisser sur
Ie tapis; ou si I'on veut, c’est la rotation qui a lieu
lorsque la vitesse de rotation au point d’appui tombe
du c6té opposé a la vitesse de translation du centre
de la bille : dans ce cas I'axe de rotation se porte a
droite du joucur.

Rotation rétrograde. Cest la rotation qui a lieu dans
le sens opposé ala rotation directe, c’est-a-dire quand
la vitesse au point d'appui tombe du c6té de la vitesse
de translation de la bille : dans ce cas I'axe de rota-
tion se porte a gauche du joueur.

Etat de glissement. C'est I'état ol se trouve la bille
a l'instant ou la vitesse de rotation au point d’appui
est nulle, c’est-a-dire ou I'axe de rotation est ver-
tical, si la vitesse de rotation autour de cet axe n’est
pas nulle.

Etat final de la bille. Clest I'état ou elle se trouve
quand elle roule sur le tapis en ligne droite sans qu'il
Y ait de glissement, et par conséquent de frottement
de premiére espéce au point d’appui. La vitesse de
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rotation au point d'appui se trouve alors égale et
directement opposée a la vitesse de translation du
centre. Dans cet état final les vitesses de translation
et de rotation changent assez peu pour qu'on puisse
les regarder comme constantes.

Ladirection finale, c’est la direction du mouvement
de la bille quand elle est a I'état final.

Etat varié de la bille. Cest I'état ou elle se trouve
avant d'étre a I'état final, cest-a-dire quand le point
d'appui glisse et conséquemment frotte sur le tapis.-
Dans cet état les vitesses de translaticn et de rotation
varient trés-rapidement pour arriver ensemble a
leurs valeurs finales.

Voici maintenant les principales notations dont
nous ferons usage:

M masse de la queue ; elle est ordinairement
égale a trois fois celle de la bille.

W' la vitesse de la queue avant qu'elle choque la
bille.

R le rayon de la bille.

M la masse de la bille.

W, la vitesse initiaie du dentre de la bille, c’est-a-
dire celle qu'elle prend aprés le coup de queue.

W, la vitesse initiale du centre pour la méme vi-
tesse de la queue, quand la ligne du choc passe par le
centre de la bille.

W la vitesse du centre de la bille a un instant quel-
conque de son mouvement.

W, la vitesse qu'a le point de la bille qui est au
point d’appui.

W: la vitesse quaurait ce méme point d’appui de
la bille en vertu de la rotation, en faisant abstraction
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de la vitesse W du centre ; en sorte que W, est la ré-
sultante de W, et de W.

w la vitesse de rotation du point situé sur la ver-
ticale passant parle centre et aux : du rayon au-dessus
de ce centre, point que nous avons appelé centre su-
périeur de percussion; cette vitesse w est égale et
opposée a : W,.

Les valeurs initiales des vitesses seront toujours
désignées par des accens placés au bas des lettres.

7 la distance rectiligne parcourue par la bille de-
puis I'instant ou elle a recu le coup de queue jusqu’a
un instant quelconque, en supposant qu’elle se meuve
en ligne droite.

7. la distance rectiligne parcourue par la bille dans
la méme supposition, lorsqu’elle est arrivée a son état
final ou de roulement.

7, distance analogue lorsque la bille est arrivée a
I'état de glissement.

P> 9, I, les trois projections sur trois axes rectan-
gulaires des x, des y et des z de la vitesse angu-
laire de rotation portée sur l'axe de rotation du
coté indiqué pour sa direction; ces axes étant pris
ordinairement de maniére que la direction du mou-
vement du centre soit celle des y positifs, la per-
pendiculaire horizontale a droite sur le tapis soitl'axe
des x, etla verticale au-dessus du tapissoitI'axe des z.

Ces quantités peuvent encore étre définies endisant
que Rp Rg Rrs’obtiendraient en prenant les vitesses
des points situés sur des grands cercles paralléles aux
plans coordonnés, lesquelles vitesses seraient ensuite
projetées sur les mémes plans. Cette maniére de dé-
finirces quantitésrésulte de cette proposition,que pour
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tous les points d’un grand cercle d’une sphére, les vi-
tesses, qui en général sont différentes en grandeur et °
en direction, ont des projections constantes sur le
plan de ce cercle. .

l1a hauteur au-dessus du tapis o1 la ligne du choc
vient rencontrer le plan vertical mené par le centre
de la bille perpendiculairement au plan vertical du
choe.

k la distance du plan, vertical du choc au centre de
la bille : cette quantité étant positive ou négative,
suivant que ce plan est pour le joueur & droite ou a
gauche du centre.

a la plus courte distance de la ligne du choc au
centre de la bille. Quand le coup de queue est hori-
zontal, on a @>=(R—I)+ A"

S le coefficient du frottement du tapis sur la bille
pendant le mouvement, c’est-a-dire le rapport entre
son poids et la force produite par le frottement. On a
trouvé par expérience que f=0,25 sur un tapis or~
dinaire. Ce coefficient doit varier un peu avec les
tapis , mais on n'a pas trouvé de variations trés-sen-
sibles sur ceux qu'on a éprouvés.

[ le coefficient du frottement entre le tapis et la
bille, soit pendant le choc contre la bande, soit pen-
dantle choc de la bille contre le tapis quand on donne
un coup de queue incliné. Ce coefficient, pour le choe
contre la bande, a été trouve de o,20.

/' le frottement qui se produit entre deux billes
pendant le choc. Ce coefficient est trés-petit , il ne dé-
passe pas 0,03.

6 la portion de la force vive totale de la queue et de
labille qui est perdue dans le choc de ces deux corps.
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L'expérience montre que cette fraction peut étre re-
gardée comme constante et égale a 0,13.

« la portion de vitesse normale qui est rendue dans
le choc de la bille contre la bande. Cette fraction reste
trés-pres de 0,55 pour beaucoup de bandes qui ont
¢té essayces; mais elle varie un peu avec les vitesses, de
telle sorte qu'elle se réduit a 0,50 pour des vitesses
de 7=. par secondes, limites des vitesses des billes au
billard, et qu’elle est de 0,60 pour de trés-petites vi-
tesses de moins de 1™,00.

Du mouvement d’une bille sur le tapis, sans considérer d’abord
la cause qui a produit ce mouvement.

Une bille ayant un certain mouvement initial qui
est tel que 'axe de rotation ait une position quelcon-
que par rapport a la direction du mouvement du
centre, décrit une ligne courbe par I'effet du frotte-
ment que le tapis exerce au pointd’appui. De quelque
nature que soient les frottemens, la résultante de la
vitesse du centre de la bille et de la vitesse du centre de
percussion supérieure est toujours constanteengrundeur
et en direction pendant le mouvement. Cette direction
est celle que nous avons appelée finale, c’est-a-dire celle
que prend le centre de labille quand elle cesse de frot-
ter au point d’appui et qu’elle roule simplement sur le
tapis. -

Quand on néglige le frottement de roulement qui
est insensible, la direction de la vitesse au point d'ap-
pui, et conséquemment la direction du frottement de
glissement, est toujours constante pendant le mou-
vement, en sorte que, comme d’'une autre part son
intensité est indépendante de la vitesse,, la courbe de-
crite par la bille est une parabole.



(7)

Si A B (fig. 1) représente la vitesse de translation du
centre, A G la vitesse de rotation du point d’appui
dans sa propre direction, et A F la vitesse ¢gale et
opposée a celle de rotation du point d’appui, c’est-a-
dire la vitesse de rotation du point supérieur de la
bille qui est diamétralement opposé au point d’appui;
le frottement agira toujours dans la direction de B
vers F, de sorte que la vitesse de la bille reste uni-
forme dans le sens perpendiculaire a BF, et qu'elle
est accélérée ou retardée dans le sens BF seulement.

Pour que la bille marche en ligne droite, il faut
que I'axe de rotation soit dans un plan vertical per-
pendiculaire a la direction du mouvement, ou, ce
qui revient au méme, que la vitesse de rotation AG
au point d’appui soit sur la méme ligne que la vitesse
ABde translation du centre. Quand ces deux vitesses-
font un angle, le mouvement commence toujours par
se faire en ligne courbe jusqu'a ce que ces vitesses,
dont les directions vont continuellement en s’écartant,
soient devenues égales et opposées. A partir du mo-
ment ou cette circonstance a lieu, la bille roule sans
frotter, et son mouvement se fait en ligne droite sans
que la vitesse de rotation ni I'axe de rotation changent
de direction ni de grandeur.

Pendant le mouvement de la bille, les vitesses AB
et AF vont en se rapprochant I'une de l'autre, de telle
sorte que si 'on ne s'occupe que du changement de
ces vitesses en faisant abstraction du mouvement du
centre A de la bille qu'on laissera a la méme place sur
la figure 1, alors les extrémités B’ et F' des nouvelles
vitesses variables AB’ et AF' restent sur la droite FB,
et s'avancent 'une vers I'autre jusqu'a ce qu’elles soient
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réunies au point E, placé de maniére qu'on ait EB=
*FB.

Si sur la direction AG de la vitesse du point d’ap-
pui on porte AH = : AG, la ligne AH sera la vitesse
du centre de percussion inférieur ; I'extrémité H de
cette vitesse, qui semploie beaucoup dansles construc-
tions qu'on indiquera plus loin, se déplace de maniére
a avancer d'une grandeur HII' égale et parallcle a la
longueur BB/, dont le point B a avancé en méme
temps. Sil'on porte AH’ de B’ en D en sens opposé,
le point D restera constant pendant que B’ marchera
de B vers E : DB’ sera alors la vitesse de rotation du
centre de percussion supérieur,tandis que AH'est celle
du centre de percussion inférieur. Cette construction
est liée a la proposition énoncée plus haut, savoir :
que la direction de la vitesse finale est toujours la
direction de la résultante de la vitesse du centre
de la bille et de la vitesse de rotation du centre supé-
rieur de percussion.Mais il faut faire attention que la
grandeur AE de la vitesse finale n'est que les : de cette
résultante AD ou HB.

Sile frottement a une intensité constante f; le point
. B g'approche de sa position finale E en parcourant
par seconde un espace fg ou 2",45 : g étant égal a
9,809, et f étant d’aprés diverses expériences d'en-
viron o,25.

Pour avoir le point L ou sera la bille sur le tapis,
lorsqu’en partant de A elle sera arrivée 4 son état fi-
nal; on tirera AM au point M milieu de EB; le point L
sera sur AM a une distance AL de A, qui sera a AM

dans le rapport de BM Afg, ou de BE a Sg. Pour
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faire cette réduction, par construction on ménera
AJ parallele 2 FB et égal & fz; cette droite cou-
pera HB en I; on joindra JM, et par I menant IL
paralléle a JM jusqu'a sa rencontre L avec AM, on
aura le point L ou sera la bille au moment ou elle
commencera a étre & son ctat final : ce sera par ce
point qu’on tracera la marche finale LV dauns la di-
rection de HB ou de la paralléle AD. La marche courbe
sera une parabole AL tangente en A et L aux droites
ABet LV, qui sont les directions initiale et finale du
mouvement du centre de la bille. |

Les vitesses variables W, W, et w, c’est-a-dire
AB, AF' ou AG/,et AH' ou DB’ de la figure 1, sont les
seuls élémens dont onait besoin pour connaitre ce qui
arrive dans le choc contre une autre bille. Si I'on
veut les construire pour chaque position de la bille
sur la courbe AL qu’elle décrit (fig.3), on remarquera
que la vitesse de translation étant uniforme dans le
sens AP perpendiculaire & BF, il suffira de prendre
sur cette perpendiculaire des intervalles égaux Ar/,
n'n”, n"l, et de remarquer que si les deux vitesses
AB' et AF' étaient portées a partir de ces points n'n"l,
leurs extrémités ¥, &”, f', f” se trouveraient sur les
droites BE' et FE menées des points B et F ‘au point
E|, extrémité de la perpendiculaire EE’ 4 BF, laquelle
serait prise égale a Al projection de la courbe AL
sur AP. Mais en vertu de ce que ces vitesses doivent
se porter a partir des points A, A” et L, il faudra re-
porter les points ¥, &”, f', f"et E' du c6té de_la courbe
AL, et parallélement & BF des quantités &'B, fF', et
'B", f'F", et EB”, égales aux ordonnées dé cette courbe

/

A/, n"A” et IL. Par cette construction, les directions
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A’S/, A"B” sont celles des tangentes & la courbe AL,
puisque ce sont celles des vitesses du centre de la bille
qui décrit effectivement cette courbe.

Quant au point H qui est 'extrémité de la vitesse
du centre de percussion inférieur, il décrit la courbe
HH'H"H" égale et paralltle a la courbe B'B"B"” dé-
crite par le point B. Le point D, extrémité de la
vitesse BD = AN, portée a partir de B’, décrira une
courbe DD'D"D" tout-a-fait égale a la courbe AA'A"L
parcourue par la bille pendant ce mouvement. La
droite AD, résultante des vitesses AB, B'D’, se trans-
porte en restant égale et paralléle a elle-méme.

Quant a la vitesse horizontale Rr des points de I'é-
quateur horizontal de la bille, elle reste sensiblement
constante pendant le mouvement de la bille.

Du coup de queue horizontal.

Nous définirons d’abord les expressions suivantes :

La ligne du choc. Cest la ligne menée par le point
ou la queue va frapper la bille dans la direction du
mouvement de cette queue, qui est toujours supposée
celle de son axe de figure.

Plan vertical du choc. C'est le plan vertical mené
par la ligne du choc.

Bien que la ligne du choc ne passe pas par le cen-
tre de la bille, pourvu qu'on ne frappe pas 4 une dis-
~ tance du centre qui atteigne la limite ou le frotte-
ment ne peut plus empécher le bout de la queue
de glisser sur la bille pendant le coup, la direction
initiale de la bille ne dépend pas du frottement qui
s'établit entre la queue et la bille; cette direction
ne dépend que de celle du coup de queue, ou,
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. autrement dit, de la direction de la ligne du choc;
c'est ce qui fait qu'on peut alors assurer le tir. Si 'on
frappe la bille plus loin du centre que cette limite, la-
quelle sera ‘beaucoup moins étendue ‘ou n'existera
plus sile bout de la queue prend une petite vitesse
transversale, c'est-a-dire perpendiculaire a I'axe de la
queue, alors le tir n’est plus assuré, et I'on fait fausse
queue. La limite de la distance @ du centre ot I'on
puisse frapper la bille avec une queue garnie et bien
frottée de craie, est au plus de 0,70 R, si le coup est
bien assuré, sans vitesse transversale.

Toutes les fois que la ligne du choc ou I'axe de la
queue qui lui est paralléle sera horizontale, ou bien
toutes les fois que le plan vertical du choc passera par

.le centre de la bille, celle-ci ira en ligne droite. Ainsi,
dans le jeu ordinaire, dés qu'on tient la queue de
niveau, si I'on ne fait pas fausse queue, en quelque
point qu'on frappe la bille, celle-ci ira en ligne
droite dans la direction de la ligne du choc.

Le mouvement en ligne droite commencera, en gé-
néral, par un mouvement varié qui ne deviendra
uniforme que lorsque la bille sera arrivée a I'état
final de roulement. Le mouvement varié sera retardé
si la ligne du choc passe au-dessous du plan hori-
zontal mené par le centre de percussion; si la ligne
du chocest dans ce plan, labille prend de suiteson ctat
final; et si laligne du choc était au-dessus de ce plan, le
mouvement varié serait accéléré jusqu'a I'état final.
Mais cette derniére circonstance n’arrive guére dans
le jeu ordinaire , parce qu'il faudrait frapper trop prés
du point ou I'on commence & faire fausse queue.

W, étant la vitesse que prendrait le centre de la

DEUTSCHES MUSEUM
BIBLIOTHEK
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bille sous le méme coup ce queue, c'est-d-dire avec
la méme vitesse de la queue si la ligne du choc pas-
sait par le centre, et a étant la distance de la ligne
du choc au centre; on a pour la vitesse W, que prend
le centre de la bille par I'effet du coup de queue,

R e )|
RENE =)

M M
Cette vitesse devient W quand on a a=o.

Dans les limites o I'on peut prendre la distance
a, c'est-a-dire de a=—o0 4 a=o0,60 R, ainsi qu'on
%:;, 0=0,13,
cette valeur est représentée dans la figure 4 par
les ordonnées de la courbe CCC'C, dont les
abscisses OR ou M"M sont les distances a du point
du choc au centre O de la bille. Ainsi, en prenant
pour le cercle tracé dans la figure le grand cercle de
la bille perpendiculaire 4 la direction du choc, mais
dans une proportion beaucoup plus grande par rap-
port a I'échelle des vitesses, T représentant le point
ot la ligne du choc vient percer le plan vertical de
ce cercle, on reportera la distance OT pour en faire
I'abscisse OR; lI'ordonnée MC eorrepondante sera
la vitesse W, du centre. L'ordonnée M”"C’, maximum
de la courbe, est la vitesse W, que prendrait le
centre de la bille si le méme coup de queue avait été
donné au centre. Comme on verra que le coup
de queue ne peut pas étre donné au dela de 0,60 Rdu
centre, on n'a pas étendu la courbe au dela de cette
distance. ,

I'expliquera plus loin, en prenant
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Les vitesses de rotation des points du grand cercle
horizontal de la bille projetées sur le plan de ce cercle,
c'est-a-dire la valeur de Rr, est constante pendant le
mouvement. Elle est donnée par la formule

h

iR°
Pour I'avoir au moyen de la vitesse W,, qui est celle
du centre, c'est-a-dire 'ordonnée de la courbe C'CC"C,
il suffira de modifier cette ordonnée dans le rapport
deh a ; R, h étant la distance ET eatre le plan ver-
tical du choc et le centre de la bille.

Si le coup de queue est donné a la hauteur du
centre, alors on a a = 5. Si dans ce cas on fait varier
h, la valeur de Rr variera ainsi que le représentent les
ordonnées PR des deux courbes ORR’ (fig. 8). En par-
tant de la formule ci-dessus, qui donne W,, en
fonction de W,, on trouve que le maximum de Rr
répond atrés-peu prés a h=o0,50 R. Ainsi, pour avoir
la plus grande vitesse de rotation autour de Uaxe ver-
tical, il faut frapper la bille a une distance du centre
égale a la moitié du rayon.

Dans ce cas, on a

Rr=0,75W..

La plus grande valeur de W est de 7= pour un
trés-fort coup de queue. Ainsi, on a alors

Rr=15,25.
‘La vitesse du centre de la bille & I'instant ou elle est
a I'état de glissement est égale a W, -lli" W, étant la

vitesse initiale du centre de la bille, et / 1a hauteur du
choc au-dessus du tapis.

Rr=W,
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La vitesse du centre de la bille, quand elle est al'é-
tat final, est toujours égale a > W, — R’
La quantité W, f—{a été construite pour différentes

valeurs de /, en supposant &2 = o0 et a>* = ({—R):
ces valeurs sont représentées ( fig. 9 ) par les ordon-
nées horizontales d'//, di, DH, D'H’, et de la courbe
K h,HHH",dont les abscisses MD sont les hauteurs .

[
Si 'on cherche le maximum de VV dans ce cas on

trouve qu'il répond a [ =1,19R; ainsi pour avoir la
plus grande vitesse possible soit a létat final, soit a
létat de glissement , il faut frapper au-dessus du centre
a une hauteur qui est environ le cinquiéme du rayon.

c l .
Dans ce cas la quantité 2'W, T devient

3 W, L 0,78 W_.
7 R

La plus grande valeur W_ pour un trés-fort coup de

queue étant de 7,00, on a alors pour la vitesse finale

;W,i=5,46.

Lorsque le coup de queue est horizontal, ainsi que
nous le supposons, et que la bille marche en ligne
droite, on peut représenter la vitesse du centre par

les ordonnées d’une parabole a axe horizontal ( fig.6),
2 2

dont le sommet K sera a une distance w. ou Zv%ad

point de depart M, et dont I'ordonnée de départ MC

sera égale a la vitesse initiale 'W,. Les abscisses MD
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seront les espaces décrits par la bille sur le tapis a
partir du point de départ M, et les ordonnées AD re-
présenteront les vitesses de la bille tant qu’elle ne sera -
pas a I'état final. Si I'on fait varier la vitesse W, les pa-
raboles resteront deméme forme; elles auront pour pa-

g, elles ne différeront
que parce que leurs sommets K/, K, K" s’éloigneront
plus ou moins du point de départ M de la bille.

Quand la bille seraa T'état final , la vitesse demeu-
rant a trés-peu prés constante, sera représentée par
I'ordonnée de I'horizontale GL, dont nous indiquerons
Plus loin la construction.

Si I'on trace T'horizontale PE a une hauteur MP
qui soit a CM dans le rapport de la hauteur / ou la
queue va toucher la bille au rayon R de cette bille, le
point ou cette horizontale rencontre la parabole,
donnera par son abscisse MI la distance o1 la bille se
trouve a Iétat de glissement. Cette hauteur MP se
trouvedonnée dans la figure 5 par la distance LP. Elle

se coustruit facilement au moyen de MM"=R, M"L=1

et ME=W,; puisqu'on a alors LP =W, I—{

ramétre commun la longueur

En menant 'horizontale GL, figure 6, a une hau-

teur MF—=: MP, c’est-a-dire & une hauteur égale 4 la
vitesse finale de la bille, le point G o1 elle coupe la
parabole donnera, par sa projection sur 'axe MK, le
point Q ou commence sur le tapis cet état final.
Si F tombe en dessus de @, c'est-a-diresi /> 2 R
(figure 7), alors il faut en méme temps retourner le
sens de la parabole; son sommet sera en K; les or-

données de C en G représenteront les vitesses : au
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dela de G on sera dans I'état final dont la vitesse sera
constamment D A.

En méme temps que I'ordonnée AD dela parabolere-
présente & chaque instant la vitesse de translation de
la bille, la partie AH de cette ordonnée, comprise entre
la courbe et I'horizontale PE qui donne le point de
glissement I, représente la vitesse w de rotation du
centre d’oscillation supérieur de labille.Cette quantité
est fort importante a considérer, elle s'emploie con-
stamment dans toutes les constructions qu’on indi-
quera plus loin pour trouver la marche de la bille aprés
le choc contre une autre bille ou contre la bande. La
somme ou la différence des vitesses W et w'du centre
de la bille et de son centre de percussion supérieur,
reste constante pendant le mouvement et égale a

W, —Il-{ Clest la somme qui est constante quand la rota-

tion est directe et que w est dans le méme sens que
W; cest la différence quand w tombe en sens opposé
de W. On se rappelle que dans le cas du mouvement
en ligne courbe, c’est la résultante de ces deux vitesses
‘W et w qui reste constante.

Quand le point A de la parabole est en dessus de
la droite PE, la rotation est rétrograde; quand il est
en dessous, la rotation est directe. Il n'y a de vitesse
de rotation rétrograde quautant qu'on a /<R, c'est-a-
dire qu'autant que la ligne du choc est plus basse que
le centre de la bille.

Si la ligne du choc est dans le plan horizontal pas-
sant par le centre de la bille, celle-ci est A I'état de
glissement au moment du départ, et il 0’y a jamais de
rotation rétrograde. Si la ligne du choc est au-dessus
du plan horizontal passant par le centre, la rotation
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est toujours directe, et la bille ne se trouve jamais a
‘état de glissement.

Le mouvement varié que prend la bille du joueur,
soit aprés en avoir choqué une autre, soitaprés avoir
frappé la bande, dépendant principalement, comme
on le verra plus loin, de I'espéce de rotation. qu’elle
posséde au moment du choc, les effets sont tous dif-
férens suivant que la bille est a I'état de retation
rétrograde ou a I'état de glissement, ou a l'état de
rotation directe, ou enfin a I'état final de roulement.
1l importe donc de connaitre le lieu du tapis ou se
trouve la bille dans son mouvement rectiligne, quand
elle est a I'état de glissement, puisqu'avant ce point
clle est a I'état de rotation rétrograde, et apreés a I'état
de rotation directe. Il importe aussi de connaitre le
point ot elle est & I'état final, puisqu’a partir de ce
point les effets sont constans.

En adoptant les notations posées précédemment,
on a pour la dislance y, entre le point de départ et
celui ou la bille se trouve a l'état de glissement,
c'est-a-dire pour MI de la figure 6,

w;! r
5= ()

et pour la distance y, ou MQ de la méme figure, entre
le point de départ et le point ot la bille commence a
étre a I'état de roulement

= (= Ga) )

Quand on frappe la bille au centre, on a

J-o:.o’
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¢ ' 34 W
e
‘ Ty
ou a trés-peu pres
1 W)
o

Ainsi la distance MQ ( fig. 6) parcourue par la
bille avant qu'elle arrive a I'état final quand elle a été
frappée & la hauteur du centre, est égale a moitié de
la longueur MK de la parabole.

" En prenantf==0, 25, on a a trés-peu prés
W,

y,=2.—.

La vitesse W, qui est la valeur que prend W, quand
on frappe au centre, est pour de trés-forts coups de
queue d’environ 7,00, ou telle qu'on a

VL- = 2,50,
28
ce qui donne
7, =5,00;

Pour un coup de queue ordinaire, on a

— =—1,20 ou W,=4,86,
28
ce qui donne
fa = 2740
Si I'on frappe le plus bas possible , c’est-a-dire pour
!=o0,40 R; on a alors

7.=3,36. !V—,etj_.368 w
28 28
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Les expressions de y, et y, contiennent la vitesse
W, du centre de la bille. Celle-ci dépend de la vitesse
W, que prendrait ce centre, si en choquant avec la
méme vitesse de la queue on avait frappé au centre,
la valeur a été posée précédemment.

Lorsque le plan vertical du choc passe par le centre
et que h=o0, alors la distance a qui entre dans
I'expression de W, en fonction de W_, est égale a
R-—7 ou /—R. Si I'on remplace ainsi a par cette

valeur dans l'expression de y,, quon mette pour
’

le rapport I;—Il la valeur 3 qu’il a erdinairement, que

I'on remplace ¢ par 0,13 ; on trouve que cette expres-
sion a un maximum par rapport a / pour

R—[/=0,25 R.

Le lieu du tapis ot la bille est a I'état de glissement
étant celui ou la bille cesse de pouvoir reculer aprés
en avoir frappé une autre, ainsi qu'on le dira plus
loin, il s'ensuit qu'avec un coup de queue d'une inten-
sité déterminée, la bille conservera le plus loin possible
la faculté de reculer aprés en avoir chogqué une autre
en un point qui ne soit pas trop éloigné du point dar-
ri¢re , si Lon frappe la bille & environ le quart du rayon
en-dessous du centre.

Pour les valeurs adoptees pour f, 6, Met M'; on a
pour la valeur maximum

= 0,33 . — ,
7 4
Ainsi pour un coup de queue ordinaire qui donne
w’
——=—4,80, 0na
2fs
7, = 1,58.
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Et pour un trés-fort coup de queue qui donne

;jT;" =10,00; 0N &
7.=3,30

Si I'on veut, non pas conserver le plus loin possible
la faculté de reculer aprés le choc, mais 'avoir la plus
grande possible prés du point de départ, il faut frap-
per le plus bas possible sans faire fausse queue. Mais
il y a une limite a cet abaissement de la ligne du choc,
cette limite résulte de la condition que le bout de la
queue ne continue pas de toucher la bille et de frotter
contre elle apreés le choc; car alors le frottement dé-
truit trés-vite la rotation rétrograde. En se donnant
donc cette condition de la séparation de la queue de
la bille aprés le choc, on trouve qu'on ne peut frap-
per la bille a une distance du centre de plus de o,60
du rayon, et cela, en supposant qu'on tienne la
queue trés-peu serrée dans la main, ou qu'on la re-
tire trés-lestement a I'instant méme ou elle vient de
frapper la bille.

Si I'on se servait d'une queue un peu plus légére et
ne pesant guére plus de deux fois et demi la bille,
alors enla tenant toujours peu serrée dans la main, on
peut, sans détruire la rotation rétrograde, frapper
Jjusqu’'a la plus grande distance en-dessous du centre
que permet la condition que le bout de la queue ne
glisse pas sous le coup, c'est-a-dire a 0,70 du rayon.
Sila queue est plus pesanteou siellea moins d’élasticité,
ou ce qui revient au méme, si le joueur y lie son bras
en la serrant dans sa main, ou enfin s'il la pousse en-
core aprés le choc; la rotation rétrograde commen-
cera a étre détruite pour une distance bien moindre
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en dessous du centre : ainsi on n'obtiendra alors que
des effets de reculement bien moins sensibles.
Si 'on veut exprimer y, d'une manicre analogue
a y_,il suffit de changer dans cette derniére quantité
L 51
le facteur 1 — —seni1— (— —
R 7 R
qu’avec une vitesse donnée pour la queue la distance
7. sera un maximum, cest-a-dire que la bille ira le
plus loin possible avant d'étre a létat final de roule-
ment, si Uon frappe la bille en-dessous du centre a
une distance égale au dixiéme du rayon. Dans cette
circonstance on a

2
) . On trouve ainsi

— 5 E. —_— 28 W°.
J.= 0,97 2fg’ ou y,=— 2, —';g—’

ce qui donne pour un fort coup de queue répondant a
E = 2,50,
ag
fn.:: 5’707

et pour un coup de queue ordinaire répondant a

— = 1,20,
g
.= 2,73.

La maniére dont les distances y, et y, varient avec
la hauteur du choc /, lorsque le coup de queue est
donné dans le plan vertical du centre, est représentée
dans la figure 10, par les ordonnées horizontales LI,
LQ des courbes I'II"O et Q'QN. Le cercle, dont MR est
le diamétre, représente dans une dimension forcée un
grand cercle vertical de la bille dans le plan du choc.
Pour un coup de queue donné a une hautenr L; la
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distance horizontale LQ, prise ¢gale a MQ de la fig. 6,
représente la distance y,, et la distance LI, prise
égale & MI de la figure 6, représente la distance y.
La premiére est nulle pour /=12 R; la seconde l'est
pour /= R. Les maxima de ces distances répondent :
Je 1".aR—17!=o0,10R, etle 2°. a R—/=0,25R.

Les ordonnées LK de la courbe K’KK'K", repré-
sentent dans cette méme figure 10 les distances MK de
la fig. 6; cest-a-dire que cette courbe marque les
places des extrémités K des paraboles pour les diffé-

rentes valeurs de /.
Du coup de queue incliné.

Si I'on tient la queue un peu inclinée, mais que le
plan vertical du choc passe par le centre, le mouve-
ment de la bille se fera toujours en ligne droite avec
toutes les circonstances que nous venons d'indiquer ;
seulement le choc de la bille contre le tapis diminue
la vitesse de translation et augmente la rotation di-
recte ou diminue la rétrogade. Dans ce cas, pour que
la queue ne continue pas de toucher la bille aprés le
choc, il faut que la ligne du choc reste moins éloignée
du centre que lorsque la queue est tenue horizontale.

Si la ligne du choc étant toujours inclinée, le plan
vertical du choc ne passe pas par le centre, la bille
commencera par décrire une portion de parabole
avec un mouvement varie, apres lequel elle prendra
son état final de roulement en suivant la tangente a
cette courbe.

La direction de cette dernic¢re tangente ne dépend
nullement de 'intensité du frottement du tapis sur la
bille.Pour avoir cette direction, on concevra (fig. 34)
la ligne du choc T'R’ prolongée jusqu'a ce qu'elle
rencontre le tapis en R’ en projection verticale, et en
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R en projection horizoutale; on tirera sur le tapis
une ligne allant du point d’appui A de la bille a ce
point R de rencontre, on aura ainsi une direction
AR, paralléle a celle du mouvement de la bille dans
son état final.

Ainsi quand on ne frappera la bille ni horizonta-
lement , ni de maniére que le plan vertical du choc passe
par le centre, elle décrira une courbe en se déviant de la
direction du choc du cdété ou elle a été frappée; sa
marche finale sera paralléle a la ligne menée du point
d’'appui au point ou la ligne du choc devra rencontrer
le tapis. ,

L'étendue de la courbe décrite dépend del'intensité
du frottement de la bille sur le tapis, pendant le choc
et aprés le choc, ainsi que de la force du coup. 1l est
facile de tracer cette courbe; il suffit de construire
son point extréme L par ou doit passer la marche
finale LV paralléle a AR.

On marquera d’abord sur le tapis le point P, qui est
la projection de celui ot la ligne du choc va percer
le plan horizontal mené par le centre supérieur de
percussion N : on tracera du centre A la direction AP;
cela fait, on tracera la droite AB, représentant en
grandeur et en direction la projection horizontale de
la vitesse W,= DB que le centre de la bille prendrait
par l'effet des coups de queue si le coup était hori-
zontal, ainsi que la denne la courbe de la figure 4.
On tracera par le point B, BE paralléle a AP, jusqu'a
sa rencontre E avec AR prolongg. -

Pour avoir la direction de la vitesse initiale AB’ du
centre de la bille, on prendra sur AE a partir de B une
longueur BB égale a_f' W, sin. u, en appelant p I'angle
DBA que fait la ligne du choc avec 'horizontale. Pour
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cela onprendra BS ='W, = BD, puisque f” =o0,20;
on projettera S en G, et on rapportera BG ou
S W,sin. pde B en B'. Ayant la vitesse initiale AD’ et
la direction AR ou AE de la vitesse finale, on aura le
point extréme L de la courbe par la construction dela
figure 1. Ainsi on prendra le point M sur le milieu
de B'E, on joindra AM, qui déja contiendra le point L.
Il s'obtiendra sur cette ligne en prenant AL, de ma-
niére que le rapport de AL a AM soit égal a celui de
BE a la longueur fg, qui, en prenantici f=0,25, est
2,45, ou égal a celni de BMa 1,225.11 ne restera donc
pour avoir la marche de la bille qu'a mener par L une
ligne LV paralléele a AR, et a tracer entre A et L une
parabole tangente en A et en L aux droites AB et LV.
Siladistance horizontale AP du centre de percussion
a la ligne du choc était égale ou inférieure 2 R, la
bille, au lieu de commencer par glisser au point d’ap-
pui, roulerait de suite sous le coup de queue en pre-
nant toujours la direction AR donnée par la construc-
tion précédemment indiquée pour I'état final, lors
méme qu'elle décrit d’abord une portion de parabole.
Si la bille ressautait aprés le coup de queue, il fau-
drait augmenter BB’ dans le rapport de ta’xitesseren-
due 'a.la vitesse~pardue, et ensuite repor ter I'origine

4+'= A de la courbe sur AB/, au point ot la bille retombe

"i[\ ‘L{L‘

l(-t Qr‘lz}’ﬂp:s‘\,‘/ NS :

u mouyement d’une bille aprés un premier ou un deaxiéme choc
contre une autre bille.

Je poserai d’'abord les définitions suivantes :
La bille adverse. C'est la bille immobile que la bille
du joueur va choquer.

Point de choc. Clest le point de contact des billes &
I'instant du choc.
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Point darriére. Cest le point de la bille adverse
contre laquelle la bille du joueur vient choquer quand
la direction du mouvement du centre de cette der-
niére va passer par le centre de cette bille adverse.

Angle de la déviation initiale. Cest I'angle que font
les directions du mouvement de la bille du joueur
avant le chac, et immédiatement aprés le choc: nous
le désignerons par ¢.

Angle de la déviation finale. Ce sera I'angle que fait
la vitesse de la bille du joueur dans son étatfinal aprés
le choc avec la direction de son mouvement avant le
choc: nous le désignerons par ¢.

En vertu de ce que le frottement entre deux billes
pendant le choc conserve une direction constante ,
ainsi qu'on le démontre, on établit facilement les équa-
tions de leur mouvement aprés le choc. Mais, pour la
plupart des cas ordinaires du jeu, on peut neghger
lefrottement. Il résulte en effet, de diverses expériences
qu'on trouvera décrites au troisiéme chapitre, qu’il
ne peut donner qu'une quantité de mouvement d’en-
viron 0,03 de celle qui se produit au point de choc.
Ce frottement n’a d'influence sensible sur la direction
finale du mouvement de la bille du joueur que dans
le cas ou elle a touché l'autre au point d'arriére ou
trés-prés de ce point, et quencore la queuea frappé
sur le coté, cest-a-dire que le plan vertical du choc
n'a pas passé par le centre. Quant au mouvement de
la bille adverse, il n’est jamais influencé que d'une
maniére trés-peu sensible par le frottementau contact.

Si I'on commence donc par traiter le mouvement
de la bille du joueur en négligeant le frottement en-
tre les billes pendant le choc, et en admettant une
élasticité parfaite entre les billes, ainsi que I'expérience
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prouve qu'on peut le faire avec une grande exacti-
tude, on arrive a la construction suivante :

On prend dans la figure 6 les longueurs AD et AH
répondant a la manicre dont le coup de queue a été
donné, et 4 la place D ou se trouve la bille adverse
sur le tapis au moment du choc; le point M étant
celui ou la bille du joueur a recu le coup de queue,
et la droite PE étant menée comme on l'adit a la hau-

teur MP = -% MC. Si le choc alieu au dela de Q, ces

distances seront A'D’ et A'H'.

On décrira un cercle sur AD comme diamétre
(fig. 6), on tirera la corde AB dans la direction de la
tangente horizontale menée au point ou se ferale
choc sur la bille adverse, c’'est-a-dire qu’on placera le
point B a une distance angulaire de A, qui soit le dou-
ble de celle AT qu'il y a entre le point de choe T et
le point d’arriére A. La ligne HB donnera dans tous
les cas la direction de la marche finale de la bille du
Jjoueur, parrapport a ladirection AD prise pour celle
de son mouvement avant le choc. La position de cette
marche finale s'obtiendra en construisant l'extré-
mité L de la parabole, comme on I'a indiqué sur la
figure 1, ou les longueurs AH et AB répondent aux
longueurs AH et AB de la figure 6. Cette construction
se trouve reproduite sur la figure 11, ou I'on a con-
servé les mémes lettres que dans la figure 1. Au
moyen du cercle dont AD est le diamétre, la con-
struction se trouve préparée pour toutes les posi-
tions du point du choc. Le point M est aussi sur un
cercle, puisque MB = : FB; mais ce cercle a un centre
différent de celui sur lequel se trouve le point B.
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Ayantle point L, extrémité de la courbe, on fera pas-
ser par ce point une paralléle LV a HB; on aura ainsi '
la marche finale de la bille. La parabole décrite se tra-
cera facilement par la condition qu’elle soit tangente
en A et en L aux directions initiale et finale AB et LV.

La figure 12 représente la méme construction
quand le choc se fait a I'état de rotation rétrograde,
et qu'alors le point H tombe entre A et D. La bille du
joueur peut alors marcher dans toutes les directions
aprés lechoc; elle recule en revenant vers lejoueur,
si Parc AB n'est pas trop grand, cest-a-dire si, en
prenant le cercle ABD pour représenter le grand
cercle horizontal de la bille, le point de choc T n’est
pas trop éloigné du point d'arriére A.

Lafigure 13 montre les mémes constructions quand
le choc se fait dansI'état final; alors la plus grande dé-
viation que puisse prendre la bille est de 33°-44’; elle
s'obtient en dirigeant le ceutre de la bille du joueur a
trés-peu preés vers le bord apparent de labille adverse,
le point de choc devant étrea 27°-6’ du point d'arrieére.

Si I'on suppose que la bille du joueur, apreés avoir
choqué une premiére bille en un point distant du point
d’arriére d'une quantité angulaire égale a I'angle sou-
tendu par AT sur le cercle ATD (fig. 15), vienne en
choquer une deuxiéme trés-prés de la premiére, et
que le point de choc soit a une distance angulaire
égale a l'angle soutendu par AT sur le cercle AT'B;
alors, en tirant la corde AB dans le premier cercle et
la corde AB' dans celui qui a AB pour diamétre, les-
quelles répondent a des arcs doubles des arcs AT et
AT ;la ligne HB' donnera toujours la direction finale
du mouvement de la bille du joueur apres le deuxiéme
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choc; les élémens AB’ et AH serviront a construire la
parabole décrite et 4 trouver le point L, ainsi qu'on
I'a fait sur la figure. .

La courbe enveloppe des cercles AB'B, pour toutes
les positions du point B (fig. 16), est une épicycloide
engendrée par un cercle roulant sur un cercle égal;
ce dernier ayant pour diamétre le rayon AR du cercle
ADB, c'est-a-dire la moitié de la vitesse W. Les tan-
gentes menécs a cette courbe par le point H donne-
ront pour un certain rapport, entre les vitesses AD
et AH, les plus grandes déviations que pourra prendre
la bille du joueur aprés le deuxi¢me choc, de quelque
maniére que soient placées I'une par rapport A 'autre
les deux billes supposées trés-voisines, et quels que
soient les points de choc. Quand la bille du joueur
est a I'état final au moment du choc, le plus grand
angle de déviation finale est de 51°-34'.

La figure 14 indique les modifications qu’il fau-
drait faire si les billes n'étaient pas parfaitement
élastiques , ou, ce qui vient a peu prés au méme, si
leurs masses n’étaient pas parfaitement égales. On
remplacerait le cercle ABD par le cercle A’'B'D, ayant
un diamétre moindre de la longueur AA’, qui repré-
sente, par rapport a AD, la vitesse normale conser-
vée apres le choc par le centre de la bille du joueur.

La figure 18 indique cette méme modification pour
le cas d'un deuxiéme choc tout prés du premier.

On répétera qu’on a considéré ces cas comme com-
plément de théorie seulement, puisque I'élasticité
peut étre regardée comme parfaite.

S'il y a inégalité de masse et que ce soit la bille du
Joueur qui soit la plus forte, alors on n'aura qu'a
appliquer la construction précédente (fig. 14). Si
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elle est la plus légére, alors la portion de vitesse
BB (fig. 14 bis)devra seulement étre changée de sens.

La figure 17 indique la construction pour le cas ou
le deuxiéme choc aurait lieu a une distance sensible
du premier, et ou les élémens AB, AH auraient eu le
temps de changer dans le trajet de la premieére a la
deuxiéme bille. Alors AB et AH ou son ¢égal et paral-
léle BD' seraient devenus AB', B'D’ ou son égal AH';
la distance BB s'obtenant comme on Fa indiqué par
la figure 3. Pour avoir alors la marche de la bille
apres le deuxiéme choc pour toutes les positions du
point T’ du deuxiéme choc, on décrira le cercle sur
AB’; on y tracera une corde AB” qui, étant la vitesse
W apreés le deuxiéme choc, servira avec AH' a trouver
par la construction ordinaire I'extrémité L de la pa-
rabole.

Bien que le frottement entre les billes soit presque
insensible, il y a des cas ou il est nécessaire d’y avoir
égard : c’est lorsque le choc a lieu trés-prés du point
d’arriére, et que la bille du joueur, choquant trés-peu
avant ou aprés I'état de glissement, n’a presque pas de
vitesse de rotation, et qu'elle perd ainsi par le choc
presque toute sa vitesse de translation. Le frottement
alors influe sensiblement sur cette vitesse qui devient
tres-faible.

Comme la méthode pour avoir égard au frottement
n’est pas plus compliquée pour un cas quelconque,
nous donnerons ici la construction générale ( fig. 20 ).
AD représente. la vitesse W de la bille au moment du
choc, et AF la vitesse du point supérieur, laquelle
est égale a 2 AH. T représente le point de choc sur
le cercle ABD considéré comme le grand cercle de
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la bille. On traceracomme dans lesfigures précédentes
la corde AB soutendant I'arc double de AT. On dé-
crira un cercle DGA’ surun diamétre DA'==DA+-f"DA,
S étantle coefficient de frottement.On décrira sur FD
un cercle FKD; on joindra DB qui coupele cercle DKF
en K; on prolongera la ligne DB jusqu’au cercle DGA’
en G. On prendra, sur AB du c6té ou le coup de queue

’ ' ’ N h
a été donné, une longueur égale a ' W, R elle sera

égale a une ordonnée PR de la courbe ORRR" (fig. 8)
si 'on a /=R, les abscisses OP, OPF étant les dis-
tances k. Ayant joint KC, on tracera par le point B la
ligne BB” égale a DG et dans la direction paralléle a
celle qui vade K vers C : le point B” sera celui qu'il fau-
dra substituer a Bpour que ladroite HB” donneladirec-
tion de la marche finale dela bille lorsqu’on aura égard
au frottement. On voit que, dans le cas de la rotation
directe, son effet est d'augmenter la déviation finale.

Si I'on veut la courbe décrite et le point extréme L
par lequel passe la marche finale, il faudra avoir sépa-
rément les deux élémens W et w aprés le choc, c’est-
a-dire qu'il faudra savoir ce que deviennent les vites-
ses AB et AH. Pour cela, on projettera B” sur AB
en B'; il suffira de substituer B’ a B, et AB' sera la
nouvelle vitesse 4 substituer a AB. Pour obtenir la
nouvelle vitesse AH, on transportera le point H en
H', d'une grandeur HH' égale et paralléle a B'B', et dans
le sens de B” vers B/, c'est-a-dire dans un sens qui rap-
proche toujours H de AB.

La figure 21 montre ce que devient cette construc-
tion si la rotation est rétrograde, et qu'ainsi H soit
intérieur au cercle dont AD est le diamétre. Dans ce
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cas, l'effet du frottement est de diminuer la dévia-
tion finale. Ainsi, en général, quel que soit le sens de
la rotation, Peffet du frottement entre les billes est
de diminuer Veffet de la rotation, c’est-a-dire de dimi-
nuer P'angle que fait la direction finale avec la direc-
tion initiale. .

Quant au mouvement de la bille adverse en ayant
égard au frottement (fig. 23 ), sa marche finale est
paralléle 2 DB". La courbe qu’elle décrit est toujours
insensible, parce que la direction finale fait un angle
trés-petit d’'un ordre supérieur avec la direction ini-
tiale, c’est-a-dire en le comparant a celui que cette
derniére fait avec la direction BD de la normale au
point de choc.

On voit que si le point de choc T est trés-prés du
point d’arriére A, labille du joueur se porte du c6té ou
tombe la direction CK, qui devient trés-peu différente
de CF, c'est-a-dire qu’elle va du coté ou le coup de
queue a été donné, et que la bille adverse fait le con-
traire,

Si le choc se produit aprés un premier choc qui ait
déja changé AH" (fig.22) en AH et AD en AD/, et sila
distance entre les deux billes choquées est petite, de
maniére qu’a 'instant du deuxiéme choc les élémens
soient encore Al et AD'; on partira de ces données et
I'on fera la méme construction que précédemment;
seulement on remplacera F par un point F' pris sur
le prolongement de AH et sur celui de FF perpendi-
culaire & AD'. On obtiendra le point K en abaissant
de F' la perpendiculaire FK sur D'B, et CK sera
comme précédemment la direction qu’il faudra don-
ner a BB"=BG.

Si le deuxiéme choc n'a pas lieu trés-prés du pre-
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mier, mais avant que la bille du joueur ne soit ve-
nue a I'état final, et conséquemment pendant qu'elle
se meutencore en ligne courbe ; alors les élémens AH’
et AD’ auront changé dans I'intervalle; on les déter-
minera pour l'instant du deuxiéme choc comme le
comporte la construction de 14 figure 3, et ensuite on
opérera comme dans la ﬁgure 20.

La figure 35 montre a I'échelle de 0,05 la marche
de la bille du joueur aprés un premier choc. Lorsque
le coup de queue a été donné horizontalement, mais
en dessous du centre : on a pris les données suivantes :

2 )
by =2,00, ou W = 627,M__o,4oR W, _3,24
et w=——2,00.

Dans ce cas on a %: 0,535, et par suite

7.=180
J, =197

Dans cette figure le choc des deux billes est sup-
posé se faire tout prés du point de départ oi s'est
donné le coup de queue.

Ona suppose que le point de choc se trouvait suc-
cessivement 2 ;,3,  d'angle droit du pomt d’arriére.
Les marches correspondantes sont marquées des nu-
méros 1, 2, 3 sur cette figure et sur les suivantes.

Les figures 36, 37, 38, 39 et 4o montrent les marches
de la bille du joueur aprés son choc contre une autre
bille, en supposant que les élémens du coup de queue
restant les mémes, le lieu du tapis ou se fait le choc
s'éloigne successivement du joueur, et qu'ainsi la dis-
tance y aille en croissant.
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Pour les figures 36 et 37 la distance y n'est pas en-
core assez grande pour que la rotation au moment
du choc ne soit pas toujours rétrograde.

Pour la figure 38, le choc se fait a I'état de ghsse—
ment, c’est-a-dire a une distance y, —1,80 du point de
départ; dans ce cas il n’y a pas de courbes décrites.

Dans la figure 39, le choc a lieu entre I'état de glis-
sement et I'état final, c’'est-a-dire pour

y>1,80 et <1,97.
Dans la figure 4o, le choc a lieu a I'état final, c’est-
a-dire pour
y=ou>1,97.

La figure 41 présente les marches de la bille du
joueur, lorsque le coup de queue a été donné en des-
sus du centre a une distance égale & la moitié du
rayon; la force du coup étant telle qu’on ait par I'effet
du choc W,=3,00 ét w =0,50 W, ce qui répond a
un coup de queue capable de donner, en frappant au

W
centre, une vitesse W,— 4,26, ou ———::o,gz. Le choc

est supposé avoir lieu tout prés du depart Les points
de choc sont choisis, comme précédemment, de quart
en quart d’'angle droitsur la bille adverse.

La figure 42 montre les marches aprés le choc, si
pourle méme coup de queue le choc avaitlieu lorsque
la bille du joueur est arrivée a I'état final, c’est-a-dire
lorsque

.y =o0u > 0,90.

11 suffit de ces exemples pour montrer la nature des
marches de la bille, et pour faire voir comment I'éten-
due des courbes décrites varie avec les vitesses W et w

3
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au momentdu choc. On ne doit pas perdre de vue que
ces courbes sont d'autant moins prononceées que west
plus petit, et qu'elles disparaissent, c’est-a-dire qu'elles
deviennent des lignes droites, quand w=o.

. Les cercles qu'on voit tracés dans toutes les figures
de 35 4 42 inclusivement sont ceux auxquels il faut
mener des rayons vecteurs du centre de la bille du
joueur au moment du choc pour avoir les directions
finales de la marche de cette bille. Les points dechoc
étant pris de quart en quart de I'angle droit, on doit
mener ces rayons aux quatre quarts du demi-cercle.
Les points H des figures 11, 12 et 13 ont été reportés
au centre de la bille du joueur au moment du choc;
ces figures sont donc remontées ou abaissées de la
hauteur AH pour que les paralléles aux marches
finales partent du centrede la bille aulieu de partiren
arriéreou enavant, comme danslesfigures 11, 12,13.

Lesfiguresde 43 a58inclusivementserapportent a la
marche de la bille du joueur, lorsque, aprés avoir
choqué une premiére bille, elle vient en choquer une
seconde pendant qu'elle est encore a I’état varié, et
qu'elle se meut en ligne courbe.

Les figures 43, 44, 45, 46 et 47 se rapportent aux
marches de la bille du joueur lorsque le coup de queue
a été donné trés-bas.’ Elles supposent, a I'échelle
de 07,05 par meétre, qu'on a, au moment du choc
des billes, W = 3,24 et w =— — 2,00, c'est-a-dire
qu'elles répondenta un premier choc semblable a
celui qu'on a supposé pour la figure 35. Le premier
choc répond a4 un point de choc placé au quart de
Iangle droit du point d'arriére, et la courbe décrite
est la courbe numeérotée 1 sur la figure 35.
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Pour avoir les différentes marches de la bille du
joueur, suivant qu'en un lieu donné de sa course elle
touchera la deuxiéme bille a différens points, il fau-
dra d'abord décrire un cercle sur sa vitesse W comme
diamétre, et y mener des rayons vecteurs a partir du
point II; ou bien, ce qui est encore plus commode,
supposer ce point H reporté au centre de la bille,
comme on l'a fait sur la figure 43. Le cercle alors de-
vra étre décrit sur la vitesse AD, et le point H restera
au centre de la bille du joueur. Si I'on veut répéter
cette construction pour différens pointsde la marche
de la bille, on examinera d'abord comment changent
les élémens W et w ou All et AD pendant que la bille
marche en ligne courbe; c’est ce qu’on fait a I'aide de
ce qui a ét¢ indiqué par les figures 1 et 3, dont le
systéme de construction est reporté sur la figure 43.
On y a décrit différens cercles auxquels on doit
raener des rayons vecteurs du point H, qui est ici le
centre de la bille mobile. Dans la figure 44, ce
point H a été remis sur la courbe décrite : les diffé-
rentes marchesfinalesdelabille du joueurdevrontétre
dirigées suivant des paralléles aux rayons vecteurs
menées des points HH'H"H" aux cercles ayant AD,
A'D', A"D’, A"D" pour diamétres, et dont les som-
mets D, D', D”, D” seront sur la coutbe DD'D"D"
égale et paralléle a la courbe HH'H'H" décrite par la
bille. Dans le cas ol les vitesses ne sont pas trés-for-
tes, les courbes aprés le deuxiéme choc étant peu
etendues, les marches différent tres—peu de cesrayons
vecteurs eux-meémes.

Dans le cas de ces figures, les secondes marches
seront toujours rétrogrades, puisque les cercles res-
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tent en dessous des points H. On voit ces marches sur
les figures 45, 46 et 47, pour les deuxi¢mes chocs ayant
lieu en H', H" et H" de la courbe décrite. Lafigure 47
suppose que la bille du joueur est a I'extrémité de la
courbe en H”, et qu'elle est ainsi a I'état final. Les
courbes numeérotées 1, 2, 3, se rapportent au point de
choc situé a un, deux, trois quarts d’angle droit a
droite de la bille du joueur, et ces courbes 1',2',3,
supposent le point de choc placé de méme a gauche.
La courbe marquée o est toujours une droite; elle sup-
pose le point de choc au point d’arri¢re. La courbe 4
suppose que la bille adverse a été rasée sans étre tou-
chée; cette courbe est donc la continuation de la pa-
rabole décrite entre le premier et le deuxi¢me choc.

Lesfigures 48 et 49 montrent les constructions ana-
logues & celles des figures 41 et 42. Elles se rapportent
au cas ou le premier choca lieu dans les circonstances
de la figure 36; le point de ce premier choc étant
distant du point d’arriére de ; d’angle droit, et la
courbe décrite étantla courbe numérotée 3 sur cette
figure 36. Dans ce cas, le centre de la bille, ol I'on a
reporté le point H comme précédemment,setrouvera
d’abord au moment du départ en dedans du cercle
qui lui correspond et auquel il faut mener les rayons
vecteurs du point H pour avoir les directions finales.
Ce point H se trouve ensuite sur ce cercle; puis, en
dernier lieu, il en sort et reste dehors. Le point H est
sur le cercle qui lui correspond lorsque I'angle A” HD
est droit : on a exprimé cette position sur ces figures.

Les figures 50, 51 et 52 représentent les marches
de la bille du joueur, lorsque, en décrivant la courbe
HH H'H" de la figure 49, elle rencontre une autre
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bille de différentes maniéres, c'est-a-dire en la tou-
chant aux huit points déja indiqués.

Le cas de la figure 51 est celui qui répond au mo-
ment ou les courbes cessent de prendre toutes les di-
rections possibles et commencent & se diriger d'un
seul coté.

Dans la figure 52, le deuxiéme choc a lieu a I'état
final.

Les figures 53 et 54 sont les analogues des figures 48
et 49; le premier choc ayant lieu comme dans la
figure 42, c'est-a-dire dans I'état final, avec les vitesses
W=13",24 et w=—1> W; la courbe décrite étant la
courbe numeérotée 1 sur cette figure 42.

La figure 55 montre les courbes effectivement décri-
tes dans un deuxiéme choc trés-prés du premier.

Les figures 56 et 57 répondent encore aux précé-
dentes 53 et 54, mais elles se rapportent a la eourbe
numérotée 2 de la figure 42.

La figure 58 montre les marches aprés un deux1eme
choc, ayant lieu dans le trajet de cette courbe 2.

La figure 59 montre les marches des billes, en ayant
égard au frottement entre elles, suivant qu'on don-
nera le coup de queue, soit dans le plan vertical du
centre, soit a droite, soit a gauche, a une distance dw
centre & = 0=,25 R. L'effet du coup donné a droite
est marqué par un accent; celui du coup donné &
gauche par deux accens; la marche affectée de I'in-
dice o indique celle qu'on aurait si I'on n'avait pas
égard au frottement, ou si son effet était nul; ce qui
revient alors a supposer qu'on a frappé a droite a une
distance du centre, qui soit telle qu’on ait

h
W cos.q=W,ﬁ
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On a supposé, dans la figure 59, que le frottement
était de o™,05; ainsi on I'a pris plus fort qu’il n'est
réellement, afin de rendre son effet plus sensible.

. La figure 6o montre I'influence semblable dans le
choc pour Iétat final, tel qu’il a été donné par la fi-
gure 42.

- On voit en méme temps dans ces deux derniéres
figures les marches de la bille adverse, en ayant égard
au frottement; elles difféerent peu de la normale au
point de choc. Le frottement ayant toujours été pris
de 0,05 de la pression, tandis qu'il n’en est gucre que
les 0,03, les effets ont été un peu forceés aussi sur ces
marches pour les montrer plus distinctement.

Il faut bien faire attention que les directions fina-
les que donnent toutes les figures d’applications, res-
teront les mémes pour les mémes rapports de gran-
deur et de direction entre les deux vitesses W et w,
c'est-a-dire AB et AH, au moment du choc; mais que,
quant 4 I'étendue et aux dimensions des courbes dé-
crites et conséquemment aux positions des droites qui
donnent ces marches finales, elles ne changeront pas
proportionnellement aux grandeurs des vitesses, mais
bien a leurs carrés ou bien aux aires des triangles
compris entre les vitesses.

Ainsi, avec de tres-forts coups de queue, I'étendue
des courbes présentées dans ces figures & 'échelle de
o™,05 par métre pour de faibles coups de queue, de-
viendraient beaucoup plus considérables, toutes cho-
ses restant de méme. Sidonc on eit voulu représenter
lesmarches effectives des billes pour différentes forces
du coup de queue, il eut fallu changer les courbes, ce
qui etit entrainé dans un nombre trés-considérable de
dessins. Les exemples qu’on a donnés ici dans cet ou-



(39)
vrage ne sont pas destinés & présenter toutes les mar-
ches, mais plutot & donner une idée de leur variété.

Toutes ces courbes aprés le deuxiéme choc, ainsi
que celles qui sont décrites aprés le premier choc,
diminuent d'étendue avec la vitesse de rotation w au
moment du second choc, et disparaissent toujours
quandle choc alieu a I'état de glissement , c’est-a-dire
quand w = o.

Toutes les marches représentées par les figures de
35 4 58 inclusivement, supposent qu'on néglige I'in-
fluence du frottement entre les billes. Cela ne fait pas
une erreur sensible : cest ce quon voit par les fi-
gures 59 et 60, oti 'on a eu égard a cette influence
en I'augmentant.

.

Mouvement d’une bille aprés un premier ou un deuxiéme choc
contre la bande.

Nous supposeronsd’abord quela bille arrive contre
la bande aprés avoir recu un coup de queue horizon-
tal; que AY (fig.24) soitune paralléle 4 la bande menée
par le centre de la bille an moment du choc; que AD
soit la vitesse W du centre, et AH la vitesse W du centre
de percussion inférieure : ces grandeurs AD et AH
étant prises comme il résulte de la figure 6, suivant le
coup de queue et la distance de la bande au point ou
ce coup,a été donné.

Pour avoir la direction du mouvement final de
la bille aprés le choc, on commencera par abaisser
du point D la perpendiculaire DOB a la bande;
on prendra ensuite OB = ¢0D; OB étant ainsi la
vitesse normale rendue par la bande a la place de la
vitesse perdue OD. La direction de la vitesse de la
bille apreés le choc serait celle qui va du point A au
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point B sans I'influence du frottement entre la bille et
la bande pendant le choc. Pour tenir compte de ce
frottement, on reportera le point B en B” dans une
direction BB"” qu'on va indiquer. On prendra pour
la grandeur de BB” une fraction de DB représentée
par le coefficient £, du frottement pour le choc contre
la bande, en sorte qu'on aura BB”" =/, DB: la valeur de
/. ayant été déterminée par expérience de 0,20, on
aura AB"=; DB. La direction de la marche finale de la
bille apreés le choc sera celle de la ligne HB".

Pour avoir ladirection de la ligne BB”, on abaissera
de F sur DO une perpendiculail e FK, c'est-a-dire une
paralléle a la bande; puis on prendra sur la llgne

AY une distance AC égaleaRrou a:'W, ﬁ,c est-a-dlre

a la vitesse horizontale des points de I'équateur hori-
zontal de la bille. Cette vitesse étant donnée lorsque
/=R au moyen de % parune ordonnée PR ( fiz. 8) ré-
pondant a uneabscisse OP =/. La longueur AC devra
étre portée du coté ou la bille a été frappée par la
queue, c'cst-a-dire du coté de Y, si la queue a frappé
a droite du centre, et du coté opposé si la queue a
frappé 4 gauche. La direction allant de K vers C
sera celle qu'on donnera a la ligne BB” de B en B".
Si, en outre de la direction HB” de la marche finale,
on veut I'extrémité L de la courbe décrite ; point par
lequel il faut faire passer la paralléle a cette direction
HB" pour avoir la marche finale; alors on projettera
BB" en B' sur une parallé¢le BB ala bande; on transpor-
tera ensuite H en H’' d’'une distance HH' = B"B’ dans
une direction perpendiculaire & la bande, et toujours
en s'en rapprochant, c'est-a-dire toujours dans le sens
de B” vers B'; les droites AB' et AH’ seront les deux
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élémens W et w du mouvement aprés le choc. L'effet
du frottement de la hille contre la bande sera de
transporter les points B et H en B’ eten H'.

On obtiendra comme a I'ordinaire la position du
point L, extrémité de la courbe décrite. Il suffira de
se reporter a la construction de la figure 1, en faisant
attention que le point F de cette figure s'obtiendra
en prenant AF' opposé a AH' et égal a : AH'; ou ce qui
revient au méme, en prolongeant H'A jusqu’a la ren-
contre de FI' mené perpendiculairement a la bande.

On peut remarquer que lorsqu’on voudra s’occuper
d’'un deuxiéme choc contre labande, aprés un premier
choc déja effectué aussi contre la bande, il faudra avoir
pource deuxiémechoclavaleur dela vitesse derotation
horizontale Rrdes points de I'équateur horizontal, la-

5 . .
quelle est 3 W‘F avant le premier choc. Cette vitesse

Rr, par 'effet du frottement diiau choc, sera diminuée
ouaugmentée de la quantité BB’ : c’est-a-dire que pour
avoir la nouvelle valeur AC’' a substituer a AC pour
un deuxiéme choc contre une autre bande, il faudra
transporter le point C en C', de laquantité CC'=BB'
et dans le sens de B vers B.

Dans lafigure 25, on voit que la vitesse de rotation
Rr étant en sens contraire, c'est-a-dire de gauche a
droite,l'effet du choc, avancantle point C en C/, dimi-
nuera cette vitesse Rr.

Dansle cas ot le choc a lieu dans I'état final, le point
K se confond avec le point D, et AH devient égal &
2 AD. Ce cas est représenté sur la figure 26.

Le choc ayant toujours lieu dans I'état final, sile
coup de queue a été donné de maniére que le plan
vertical du choc passe par le centre de la bille, c'est-
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a-dire de maniére que I'on ait -~ = o et par suite
AC=o0, et que toujours le choc contre la bande se
fasse dans I'étatfinal ; alors le point C ( fig. 27) reste en
A, etladirection KC devient celle de DA.

Si le choc a lieu pendant la rotation rétrograde,
alors les points H et F sontplacés, le premieren dehors
du billard, et le deuxi¢me en dedans : la construction
se fait de méme , comme on le voit sur la fig. 28; le
point K se construira de méme en abaissant de F la
perpendiculaire FK a DB prolongé. HB” sera toujours
la direction finale du mouvement de la bille, et AH’
et AB' les deux élémens qui serviront adéterminer la
courbe décrite et son extrémité L.

Sila bille vient toucherla bande aprés avoir déjacho-
qué une premiére bille, et assez prés du point o le
premier choc a eu lieu pour qu'elle soit encore a I'état
varié au moment du choc; alors les élémens AD et
AH ou AF, au moment du choc contre la bande, feront
un angle entre eux ( fig. 29). Ayant pris le point F sur
la direction opposée a AH, demaniére que AF = AH,
on suivra la méme construction que précédemment.
On abaissera de I' la perpendiculaire FK sur DB pro-
longé, ce qui donnera le point K, qui s'emploiera
comme dans les constructions précédentes.

La figure 30 montre la méme construction pour le
choc contre la bande dans I'état varié, mais lorsque
la rotation est rétrograde.

Dans la figure 31 on a traité le méme cas que dans
lafigure 29, mais en supposant les données telles, que
la bille du joueur revienne toucher la bande avant
méme qu'elle ait fini de décrire la portion de courbe
AL. Ces données sont les vitesses ah —=w, ad =W,
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et Rr=§W,%=AC , au moment du premier choc

contre la bille. Ce premier choc change ad en ad' sans
changer sensiblement ni ak ni AC=Rr: mais pendant
le petittrajet que parcourt labille du joueurde aenA,
les élémens ak et ad’ ont un peu changé et sont deve-
nus AH et AD d'apreés le mode de construction de la
figure 3. Le choc contre la bande change ces derniéres
en AH’ et AB/, d'aprés la construction expliquée ci-
dessus.En cherchantl'extrémitéL de la courbe décrite
d'aprés la construction ordinaire qui est tracée sur
cette figure, on trouve ce point L derriére la bande:
ainsi la bille lachoque une deuxiéme foisavant d'avoir
achevc sa courbe. Il faut, pour étre dans cette condi-
tion, que AH soit grand, ce qui suppose qu'on a frappé
un peu hautavec laqueue, et que AC soit assezgrand,
et du co6té ou il est dans la figure ; ce qui exige que I'on
ait frappé 4 gauche du centre. Enfin il faut quela bille
adverse qu’on va choquer d’abord soit trés-prés de la
bande, pour que dans le trajet de a en A jusqu’ala
bande les élémens ah et ad n’aient pas beaucoup
changgé.

Si I'on veut traiter un deuxiéme choc contre la
bande, on le fera comme pour le premier, a cela prés
qu'aprés avoir employé les grandeurs convenables
pour les vitesses AD, AF et AH, il faudra avoir égard
au changement que AC a subi par l'effet du premier
choc. La nouvelle distance AC a employer s'obtiendra
comme onl'a déja indiqueé ( fig. 24 et 25 ) en déplacant
le point C en C’ d’une longueur CC'= BB, etdans le
sens de B’ vers B.

Si I'on veut examiner en général l'influence du
changement de certains élémens du mouvement de la
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hille avantle choc contre la bandesur son mouvement
apreés le choc; voici comment on le fera au moyen
des constructions qu'on vient d'indiquer.

Si d’abord on change seulement les élémens qui se
rapportent a la rotation, soit horizontale, soit verti-
cale, c'est-a-dire si I'on change AH et AC (fig. 32)sans
changerlavitesse AD du centre, il n’en résultera qu'un
changement dans la position du point H et dans la
direction de BB” : le point B et 1a grandeur de BB” ne
changeront pas; le point B” se déplacera sur un
demi-cercle décrit autour de B, du c6té opposé a la
bande si la rotation est directe, et du cété de la hande
silarotation est rétrograde, comme on le voit dans la
figure 32. Si'on change AC seul, c’est-a-diresile coup
de queue donné a la méme hauteur se porte plus ou
moins & droite ou a gauche du centre de la bille du
joueur, le point H reste le méme et le point B” seul se
transporte sur le cercle dont on vient de parler. On
voit donc ainsi sur la figure dans quelles limites la
rotation Rr, c'est-a-dire la valeur de 4, peut faire
varier la direction finale HB".

Sil'on change I'angled’incidence, c’est-a-dire 'angle
de la vitesse AD avec la bande sans changer la gran-
deur de cette vitesse ; alors les points D, F et H reste-
ront sur des quarts de cercles, et le point K étanta la

‘rencontre de la perpendiculaire DO a la bande avec la
paralltle FK a cette bande, se trouvera sur un quart
d’ellipse dont les demi-axes seront AD et AF : cette
ellipse sera du coté de AD sila rotation est directe, et
du cété du billard si la rotation est rétrograde.

Quant aux différentes positions du point B pour
différens angles d'incidence (fig.33), s'il y avait un
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rapport constant ¢ entre les vitesses normales a la *
bande, avant et aprés le choc, il suffirait, pour obtenir
ces différentes positions, de décrire un quart d’ellipse
bb,b, b, ayant AY ou AD pour demi-grand axe et
A b = ¢ AD pour demi-petit axe.

Or, il résulte d’expériences assez soignées que le
coefficient ¢ varie de 0,50, pour de fortes vitesses,
a 0,60 pour de trés-petites vitesses. Les ordonnées de
la courbe AM (fig. 33 bis) représentent les valeurs
des vitesses rendues, les abscisses étant les vitesses
perdues. On voit que cette courbe est presque une
ligne droite, et qu'on pourrait sans grande erreur re-
garder ¢ comme constant et ¢égal a 0,55.

En raison de la petite variation du rapport entre
la vitesse normale rendue par la bande et la vitesse
normale avant le choc, cette ellipse devra étre un peu
altérée. Pour le faire, on se servira de la loi que nous
avons établie par expérience, et qui est représentée
par lafigure33 bis, ot les abscisses AX représentent les
vitesses normales O) avant le choc, et les ordonnées
les vitesses rendues OB : I'échelle étant de 0™,02 pour
métre. Ayant pris une abscisse AX dans cette figure
33 bis égale 2 AD ou AX de lafig. 33, et ayant tiré I'or-
donnée MX correspondante, on tracera une droite An
qui donne le plus petit écart maximum avec la courbe
entre les points A et M. On décrira ensuite une ellipse
dans la figure 33, qui répondra a la supposition ot
la courbe AM serait remplacée par la droite Az, c’est-
a-dire une ellipse dont le petit axe soit Ab =X n.
Les ordonnées de cette ellipse perpendiculaire a la
bande, devront étre altérées dans la méme proportion
que les ordonnées de la droite An (fig.33 bis ), quand
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on veut passer a la courbe AM. Cette altération est
opérée dans la figure 33 sur la courbe B B, B, B,
Le point B sera donc toujours 4 la rencontre de la
perpendiculaire DB a la bande avec cette courbe. On
pourra au reste, sans grande erreur, lui substituer I'el-
lipse en prenant la valeur moyenne de ¢ qui répond a
I'étendue des valeurs des vitesses normales de zéro &
AX ou AD.

Quant a la longueur BB’, elle sera toujours la dis-
tance DB réduite dans le rapport £ qui exprime le
frottement de la bille contre la bande.

Le coefficient £, ayant été trouvé assez constant et
égal a ;, on aura ces distances BB” en prenant le cin-
quiéme des ordonnées DB. Si I'on regarde B comme
étant sur une cllipse, ce qui n'occasionera qu'une
trés-petite erreur, alors les longueurs BB” seront les
distances BG, B,G,, B,G,, B,G,, entre lellipse BB,
B, B, et une autre ellipse GG,G,G,; on naura qu'a
tourner les distances BG, B, G, B, G,, B,G,, pour les
mettre dans les directions KC, K,C, K,C, K, C, qui
leur correspondent.

On a indiqué par les figures de 61 a 67 inclusive-
ment divers cas de choc contre la bande.

Dansla figure 61,0na suppos¢ que la bille du joueur
avaitrecu un faible coup de queue capable de donner

-~

2—9" =0,46 ou W, =3,00, et quayant frappé en

dessous du centre d’'une quantité égale 0,50 R, on a
alors W, = 2,00 et w=—1,00. Le plan vertical du
choc est supposé passer par le centre de la bille. Le
choc contre la bande est supposé avoir lieu tout prés
du coup de queue.
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Dans la figure 62, le méme coup de queue est sup-
posé avoir été donné plus loin de la bande, de maniére
que, au momentdu choc,on aW=1,30 et w=—10,30;
alors la rotation rétrograde est beaucoup plus faible.
Ce rapport plus faible entre la vitesse de rotation et
celle de translation pouvant avoir lieu au moment du
choc aprés un coup de queue donné moins en dessous
du centre, si la bande est plus rapprochce, on peut
dans ce cas donner ce coup un peu adroite ou A gauche
du centre. C'est ce quia faitqu'ona construitdans cette
figure, pour chaque angle d’incidence, trois marches
réfléchies, suivant que le plan vertical du choc est a
droite du centre, sur le centre méme, et a gauche
du centre : elles sont réunies par un petit arc de cer-
cle. Les numéros sans accent répondent au coup
par le centre, les simples accens au coup donné
a droite, et les accens doubles au coup donné a gau-
che. L'écart % entre le plan de choc et le centre
est supposé d'environ 0,50 R. Si ce plan de choc est
moins éloigné du centre on aura des marches inter-
médiaires.

La figure 63 répond au cas ou la bande étant encore
plus éloignée du lieu ot le méme coup de queue a été
donné, la bille est a Pétat de glissement quand elle
la choque: alors il n’y a pas de courbe décrite, la
bille est réfléchie en ligne droite. Mais elle peut I'étre
dans deux systémes de directions; les premiéres sont
. marquées par un accent, et les deuxiémes par deux
accens. Les premiéres marches auront lieu quand on
aura

W, E,I.i> W cos. g,
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ou, ce qui revient au méme , quand le point K dela
figure de construction, qui alors se confond avec le
point O, tombera plus prés du joueur que le point C.
Les deuxi¢mes marches marquées de deux accens au-
ront lieu quand on aura

w, E’LR<W cos. g,

c'est-a-dire quand le point O tombera plus loin du
joueur que le point C.Quand ces deux points nesont
pas tout-a-fait 'un sur l'autre, mais qu'ils sont peu
éloignés, alors il y aune modification a faire aux con-
structions pour avoir la marche intermédiaire. Nous
renverrons pour cela a ce qui est développé au chapi-
tre VII.

La figure 64 présente le choc contre la bande aprés
le méme coup de qucue, mais en supposant cette
bande encore plus éloignée, de maniére que la bille
soit a I'état final de roulement quand elle la choque.
On n'a représenté dans cette figure que les courbes
répondant au cas ou le plan vertical du coup de
queue a passé par le centre. On voit que ces courbes
sont trés-peu étendues en raison de la diminution
des vitesses. '

La figure 65 se rapporte a un choc contre la bande
aprés un coup de queue donné en dessus du centre et
lorsque la bande est trés-prés du lieu ou le coup de
queue a ¢té donné ; en sorte que la vitesse de rotation
est directe et assez grande. La figure a TI'échelle sup-
pose, au moment du choc, W=3,00 etw=1,50,

ce qui entraine W, é = 4,50, et l=1,47R. Les trois

marches réunies par un arc de cercle ponctué ré-
pondent a un méme angle d’'incidence. Celle dont
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le numéro ne porte pas d’accent répond au cas ou Je
plan vertical du choc passe par le centre dela bille.
Celle dont le numéro est affecté d’'un accent répond
au coup de queue donné a droite, et celle dont le
numéro est affecté de deux accens répond au coup
donné a gauche.

La figure 66 répond au méme coup de queue, mais
en supposant la bande un peu plus éloignée,®de ma-
niére que la bille est arrivée a I'état final au moment
du choc. Elle suppose, a l'échelle, W = 27,80 et
w=2"W. Les accens distinguent les trois positions du
plan vertical du choc de la queue.

La figure 67 présente un exemple d'un deuxiéme
choc contre la bande, trés-prés d’'un premier choc
contre une bille. Elle suppose qu'on a donné le coup
de queue un peu haut pour accroitre cette rotation
directe et mettre la bille a I'état final au moment du
premier choc. La force du coup de queue aurait donné
au moment du premier choc contre la bille W =3=,23
et w—3; W. La bille adverse a été choquée a un quart
d’angle droit du point d’arriére.

On voit les trois marches répondant aux trois po-
sitions du plan vertical du coup de queue comme
dans les figures précédentes. Aprés le ricochet, la
marche répondant au coup de queue a gauche devient
paralléle a la bande.

La figure 68 montre I'effet d'un coup de queue in-
cliné, lequel est dirigé comme I'indiquent les fléches
qui en représentent les projections. llest supposé assez
fort pour qu'étant donné horizontalement et au centre
il aurait pu produire une vitesse de 7,00, c’est-a-dire
celle qui est due a la hauteur de 2=,50. Le frottement

4
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du tapis est supposé, conformément aux expérien-
ces, du cinquiéme pendant le choc et du quart pen-
dant le mouvement qui alieu aprés. On voit, par le
tracé géométrique de la marchede la bille, qu’elle peut
caramboler sur deux billes placées sur une ligne droite
partant de son point de départ. 11 suffit qu'elle touche
la deuxiéme bille en un point assez loin du point
d’arriére, cest-a-dire qu'elle la prenne fine, comme
disent les joueurs. On pourrait encore caramboler en
la prenant trés-pleine, si la vitesse était assez forte
pour se conserver jusqu’a I'autre bille, et si le tapis
était trés-juste.

On pourrait varier a I'infini les applications des
constructions générales. Nous n’avons présenté que
les principales pour ne pas rendre I'ouvrage trop vo-
lumineux. Les joueurs pourront facilement étendre
ces applications, en changeant, s'il y a lieu, les con-
stantes qui dépendent de la nature du billard. IIs ver-
ront dans le texte de cet ouvrage des moyensindirects
de déterminer ces constantes.

Nous répéterons ici ce que nous avons déja dit pour
les chocs entre les billes : c'est que les dimensions des
courbes croissent ou décroissent, non dans le rapport
des vitesses, mais dans le rapport de leurs carrés. Si
donc on change I'échelle des vitesses pour les considé-
rer comme plus ou moins grandes, on devra changer
I'étendue des courbes. Mais les directions et les gran-
deurs des vitesses finales resteront toujours les mémes.

On doit remarquer aussi que les constructions qui
donnent les directions finales subsistent toujours,
quelles que soient les lois que suivent les deux frot-
temens de glissemens et de roulement.
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CHAPITRE PREMIER.

Mouvement d’une bille sur un plan horizontal, en ayant égard
-aux frottemens.

Nous commencerons par étudier le mouvement
d’une bille sur un plan ou elle frotte, en le considé-
rant comme résultant de certaines vitesses initiales
de translation et de rotation. Dans les chapitres sui-
vans nous examinerons comment le choc de la queue
et le choc des billes, entre elles et avec la bande, in-
fluent sur les vitesses initiales et par suite sur le mou-
vement de la bille : ce sera seculement dans cette se-
conde partie que I'on commencera a voir ressortir,
comme conséquence de la théorie, les régles sur la
maniére de donner le coup de queue pour produire
les effets qu'on a en vue.

Reprenons d’abord ici la théorie assez connue du
mouvement d’un corps solide , mais en 'appliquant de
suite a la sphere afin d’arriver beaucoup plus directe-
ment aux équations de son mouvement.

La bille étant supposée homogéne et parfaitement
sphérique, il n’y a pas lieu aconsidérer son poids dont
Teffet est détruit; on devra seulement avoir égard
aux forces qui naissent des frottemens. Pour une par-
faite exactitude, il faut tenir compte de deux espéces
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de frottemens : un premier, qui est le frottement de
glissement, c'est celui qui se manifeste quand la bille
glisse sur le tapis; un second, qu’on peut appeler frot-
tement de roulement. Ce dernier a liéu indépendam-
ment du glissement des surfaces, il provient d'un
fléchissement que le poids de la bille produit sur le
tapis, et il donne naissance a une force agissant dans
une direction qui s’incline sur la pression verticale,
et produit une composante korizontale dont la direc-
tion est opposce a celle de la vitesse du centre de la
bille. Ainsi, tandis que le frottement de glissement doit
agir en sens opposé de la vitesse de glissement du
point d’appui de la bille sur le tapis, la force horizon-
tale produite par le frottement de roulement agit en
sens opposé de la vitesse du centre de la bille. Ce der-
nier frottement n’est qu'une trés-petite fraction du
premier; on pourrait donc le négliger sans erreur
pour les applications au jeu de billard. Mais nous ne
le ferons pas d’'abord, et nous réunirons ces deux
forces en une.

Désignons par U et V les vitesses du centre de
gravité de la bille dans le sens de deux axes coordon-
nés pris dans le plan horizontal sur lequel elle se
meut, vitesses dont la résultante seraW. Représentons
par M la masse de la bille, et par X et Y, les com-
posantes dans le sens des axes de la force produite par
les frottemeuns sur le tapis.

Nous aurons les ¢quations

: Ml —x
(4) av
MYy,
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Désignons par dm la masse d'un quelconque des
élémens de la bille par x, y, z, ses coordonnées rap-
portées a des plans passant par son centre de gravité
et restant fixes en direction.

Nous supposerons que I'axe des z est en dessus du
tapis, et que I'axe des y est pris a gauche de 'axe des
x pour un observateur, sur I'axe des z positifs.

En appelant R le rayon de la bille :les coordonnées
du point ou agit le frottement seront x=o0, y=o,
z=—R.

Les équations du mouvement de rotation, for-
mées en ¢galant les momens autour du centre, se-

ront:
d'x d’_y
fd"l '_.'—' E’) =

(B) fdm(.rz;z—z E) = RX
fdm (z %—y%) =—RY,

Pour les réduire aux trois variables qui délerminent
le plus simplement le mouvement d'une sphére,
nous représenterons par q la vitesse angulaire de ro-
tation , et par «, 8, y les angles que fait avec les axes
l'axe instantané de rotation en le prenant d’'un cété
tel que la rotation se fasse de gauche a droite autour
de cet axe; de sorte que dans le cas o1l cet axe de ro-
tation tomberait par exemple sur I'axe des x positifs
les points supérieurs de la bille tourneraient de z
vers y. Les angles «, 8,y étant pris comme nous ve-
nons de le dire, nous poserons :

Q cos. a = p
Q cos. p =gq
Qcos, y =r.
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On peut remarquer que les qualités p, ¢, r sont
aussi les projections sur les plans coordonnés des
vitesses de rotation pour les points situés dans les
grands cercles paralléles a ces plans coordonnés.

Les cinq élemens U, V, p, g, r détermineront
complétement le mouvement de la bille.

Il est facile d’exprimer au moyen de p, ¢, r, la
somme des momens des quantités de mouvement sur
les plans coordonnés.

Si I'on appelle K le moment d'inertie de la bille par
rapport al'un de ses diamétres, o K sera I'expression
dela somme des momens des quantités de mouvement
par rapport a I'axe de rotation. Cette somme de mo-
mens projetée sur les plans coordonnés donnera pR,
Kg, Kr. Ainsi on a :

fdm (y %—xd—y) =Kr

ou bien : .
fd"‘(o"fz—f ‘Z’) -KG
Sam (= G— %) =X
Jam(+ G G) =x %

Les équations (B) du mouvement de rotation devien-
dront donc

K 2;-—0,
Pq _
(C) K dt_RX.
K% — Ry
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En combinant ces équations avec celles du mouve-
ment du centre de gravité, qui sont :

dU

M—=X,

dt

a) dV
M—dz =Y,

On en tirera les cinq inconnues U, V, p, g, r, quand
on connaitra les forces X et Y.

Quelles que soient les forces produites par les frot-
temens, il suffit qu'elles agissent toujours horizonta-
lement el au point le plus bas de la bille pour qu'on
ait les équations ci-dessus. Par ces équations (A),
on voit que le centre de la bille décrira une ligne
courbe tant que les forces XY ne seront pas dirigées
dans le sens méme de la vitesse du centre dont U et V
sont les composantes. Cela arrivera toujours si le
glissement au point d'appui sur le tapis n'a pas lieu
dans la direction méme de la vitesse du centre, c'est-
a-dire si I'axe de rotation n'est pas perpendiculaire a
cette vitesse.

En éliminant X et Y dans les équations (C) et (A),
on aura

K 717 =o,
dq dU
K2 ="M
dp dav
Kz =R
R 1] | K [] R
Sil'on remarque que dans une sphére 3= ; R,

les équations ci-dessus deviendront



(56)

dr
R-d—l'=0,
. dq_dU
R =2
. dp dV
iR =@

En intégrant ces équations et désignant parU,, V,,
P.»q., r. les valeurs initiales des variables, on aura
r =
U-—~, R (g—4q).

(D) V-V, R(p—p)-

Ces équations montrent 1° que r sera constant,
2°que p etq ne changeront qu'avec U et V; ainsi la bille
ne peut changer d’'axe de rotation qu'autant qu'elle ne
marchera pas uniformément, et réciproquement.

Lesrelations ci-dessus se présentent sous une forme
plus symétrique et plus commode si I'on change les
variables.

Désignons par u et v les composantes de la vi-
tesse w de rotation du centre de percussion supérieur
de la bille, c'est-a-dire d'un point situé sur la verti-
cale passant par le centre et a une hauteur égale
au ; du rayon en dessus de ce centre; on aura, d'a-
pres la définition des quantités p g r,

;Rp=y,
it Rg=—u.

’

I

v we

Ainsi, en marquant toujours les valeurs initiales par
des accens en bas des lettres, on aura

u—u = U| — U

p—py,=V,—YV

ou bien
u+U=u+ U

(€) v+ V=1y9¢+YV,
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Ces derniéres équations apprennent que la résultante
de la vitesse du centre et de celle du centre de percussion
supérieur est toujours constante pendant le mouvement.
Ce théoréme subsiste, quelle que soit la nature de la
force qui a lieu au point d’appui. Ainsi, il a lieu en
considérant les deux frottemens comme si 'on n'en
considérait qu’un.

Remarquons maintenant qu'a l'instant o la bille
ne glisse plus au point d'appui le frottement, de glis-
sement cessera d'exister ; il ne restera que I'autre qui
ne sera plus capable de changer la direction du
mouvement de la bille; alors celle-ci roulera en ligne
droite sans se détourner. Or, 'instant ou cela arrivera
sera celui ou la vitesse de rotation au point d’appui -
sera égale et opposée a celledu centre, ou, ce qui re-
vient au méme, celui ou la vitesse de rotation du
pointsitué sur la verticale a 'opposé du point d’appui
au-dessus du centre sera égale et dans le méme sens
que celle du centre.

Or, les composantes de la vitesse de ce dernier point
sont :

fu,ifv,

" Ainsi la bille roulera sans glisser et ira en ligne
droite lorsqu’on aura

U=3u,V=1v,
ou

u=13:U0,¢v=3V, .
En substituant dans les équations précédentes (E),
on aura

1U0U=U+u
%V-V,+v.
ou
U=':'(Ul+ul)n
V=3+v),
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Ces valeurs de U et de Vsont donc les vitesses qu’aura
le centre lorsque la bille aura fini de se mouvoir en
ligne courbe et qu’elle suivra une ligne droite en rou-
lant. Ces vitesses donnent ce que nous appellerons ici
la direction finale du mouvement de la bille. Ainsi
cettedirection finale est indépendante de lanaturedes
frottemens; elle est toujours la direction de la résul-
tante de la vitesse W du centre de la bille et de la vitesse
w de rotation du centre de percussion supérieure : et
cela, quelle que soit la nature des deux frottemens.

Nous allons maintenant nous occuper du mouve-
ment de la bille avant qu’elle soit arrivée a cet état
final et pendant qu'elle frotte sur le tapis, afin
d’avoir la courbe qu'elle décrit et la maniére dont va-
rient les vitesses U et V de son centre pendant cette
premiére partie de son mouvement.

Pour cela nous négligerons le frottement de rou-~
lement qui est trés-petit devant celui de glissement.
Introduisons donc, dans les équations (A), la direc-
tion de la force due au seul frottement de glissement.
On sait que le frottement de glissement agit dans
une direction opposée a la vitesse da point qui vient
toucher le tapis; ainsi, en appelant comme al'ordinaire
JS le rapport constant ou variable du frottement a la
pression, on aura
X=— fg M cos. a,
Y=— fg Mcos. b,
aet b étant les angles que fait avec les axes la vitesse
du point matériel de la bille qui touche le tapis. Cette
vitesse est la résultante de la vitesse de translation du
centre et de la vitesse de rotation du point d’appui.
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La vitesse de rotation au point d’appui a évidem-
ment pour composantes

5 S
— s U, — s

Ainsi la vitesse absolue de ce point aura pour com-
posantes, suivant les axes,

U—fu, V—=:v

Ainsi on a
U—iu
COS. @ —= ’
V(U—iuy+(V—2pp
V—iv
cos.b=

VIV—zruy +(V—239)

Désignons ici, pour abréger, par W, le dénomina-
teur de ces expressions, c’est-a-dire la vitesse absolue
du point qui frotte; cette quantité W, sera toujours
prise positivement, les signes de ces cosinus étant
fournis par les numérateurs. On aura ainsi

5
X=— M ——-——(U “,; u),
—1v)

(Vv
Y=—fgM ——

Les équations (A) deviendront donc

dv _ (U—%u)
?T-_fg W, ’
dV (V—2v)

& =TT,

Nous remettrons dans ces équations les valeurs de u
et v en U et V, tirées des équateurs (E) quisont -

u = UI + 8, — U ’

Yy = V| + [ { v-

’
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En appelant U, et V. les valeurs des vitesses finales
trouvées plus haut; c'est-a-dire en posant
U, = ; (Ul + uj,
(F) Va = 5 (vl+v;))
et par suite

We=2 V(U—TU)+vV—WV,.

Les équations différentielles ci-dessus deviennent
ainsi

i—? +1/8 (U_U’) = o},

W,
G+ 5 (5Y) =,

Si I'on élimine W., on aura

dU 4y
UT—0U, - Vv=v,

Cette équation ne dépend plus de la loi suivant la-
quelle le frottement peut varier, puisque f s'est éli-
miné avec W,. En l'intégrant a partir de I'origine du

Tmouvement, et passant des logarithmes aux nombres,
on trouve ‘

U—U, V-—v,
. @ U—-U,~ V=V,
U-U, V-V,
On conclut de 1a que les rapports W et W,
ou bien
U—1, V-V,

et ,
V(U—U,p +(V—V,y VU—T0, ) +(V=V,)

qui expriment les cosinus des angles que fait avec les
axesfixes la vitesse au point d’appui, sont des quantités
constantes pendant tout le mouvement. Ces cosinus
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restent ainsi pendant toute la durée du mouvement
égaux a leurs valeurs initiales

U—U, V.—V,
et

VIU=Uy+(V—Vp  VU,—=Uy+ M, —Va)

Nous arrivons donc a cette conséquence remarqua-
ble, c’est que dans le mouvement d'une bille sphérique
et homogeéne sur un plan horizontal qui exerce un frot-
tement de glissement sur celle-ci, la direction du frot-
tement ne varie pas pendant le mouvement.

Ce théoréme va nous permettre de traiter avec fa-
cilité tout ce qui concerne le mouvement d'une bille
en ayant ¢gard au frottement sur le tapis.

Le mouvement sera varié et non uniforme toutes
les fois qu'on n’aura pas & I'origine du mouvement

U="UetV,=V,.
ou bien, A causede U, = (U +u), et V=2 (V,4v),

5
U,—;u,=o.

V,—iy,=o0.

c'est-a-dire toutes les fois que la vitesse au point ou il
y a frottement ne sera pas nulle & I'origine.

~ Si, a un instant quelconque, cette vitesse devient
nulle,alors le frottement cesse etlavaleur de féprouve
une discontinuité qui en produit une aussi dans le
mouvement. A cet instant on doit poser f=o, etl'on
a toujours alors

Ainsi les vitesses U et V ne changent plus: etil enest de
méme des quantités p, ¢, r, qui dépendent unique-
ment de ces vitesses.

Quand les vitesses initiales U, et V, ne coincident
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pasavec U, et V,, les équations différentielles donnant
pour dU et dV les mémes signes que pour U, — U
et V. —V, on en conclut que les vitesses U et Viront
toujours en s’approchant de U, et V, jusqu’a ce que
I'on aitenfinU=1U,, V=YV, ou, ce qui revient au
méme, jusqu'a ce qu'on ait,

U—fu=o,

V—iv=o.

Alors la vitesse au point d’appui devenant nulle,
le frottement disparait; on a = o, et le mouvement
devient uniforme. La bille alors roule sur le tapis de
maniére que son centre se meut en ligne droite avec
une vitesse constante. C'est parsuite de cette remarque
que nous appelons vitesse finale cette vitesse dont les
composantes suivant les axes sont les constantes U, et
V, déterminées au moyen des vitesses initiales par les
relations déja posées,

U= (U +u),
YV, = 2V, + 9,).

Rappelons encore ici que la grandeur de la vitesse
finale ne dépend nullement ni de I'intensité ni de la
loi suivant laquelle varie le frottement; I'état final
ne dépend que desinitiales «,, v, U, V.

On peut encore présenter ces valeurs sous une au-
tre forme, en y introduisant les vitesses au point
d’appui. Si I'on appelle U,, V, les composantes de la
vitesse du point d'appui W,, ce qui revient a poser

U¢ = Ua - ; u,,
V‘l = vl - ':' Y5
on aura en substituant dans les valeurs de U, et v,
U’ = U| 2 Ua ]
(H) ;

V:=V|— ;V.
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Ces valeurs donnent cet énoncé, que la vitesse du
centre de la bille dans son état final de roulement s'0b-
tiendra en composant la vitesse initiale de ce méme cen-
tre avec les * de la vitesse initiale du point supérieur.
Cette derniére s'obtient en composant la vitesse de
rotation pour ce point d'appui avec la vitesse du
&ntre.

Il résulte de plus, en vertu de la forme linéaire de
Péquation (G) en U et V, que si 'on porte sur le plan
du tapis, & partir d’'une origine fixe, une droite qui re-
présente en grandeur et en direction la vitesse du
centre de la bille pendant son mouvement, I'extrémité
de cette longueur décrira une ligne droite pouraller se
porter vers la position finale; et cette droite, décrite
ainsi par'extrémité de cette vitesse variable, sera dans
ladirection de la vitesseW. du pointd'appuidelabille.
Ainsi en se portant a la figure 1, ot AB représente la
vitesse initiale du centre de la bille que nous désigne-
rons par W, ou AG indique la vitesse initiale de rota-
tionau point d’'appui que nous désignerons par W, et
BF la vitesse effective a ce point que nous avons dé-
signé par W; la vitesse variable du centre pendant
le mouvement sera représentée par la longueur va-
riable AB, dont I'extrémité B’ se mouvera sur la droite
BF : le point E, ot va s’arréter le point B, sera placé
de maniére que BE =2 BF.

On peut remarquer que la direction et la grandeur
de la vitesse finale de translation BE peut s’obtenir
en prenant sur AG une longueur AH=w=};AG, et
joignant le point H avec le point B par une ligne HB
qui sera ainsi paralléle a la vitesse finale AE, mais
qui en sera les 2. Alors AH représente en grandeur et

.
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en direction une vitesse opposée a w : c'est celle du
centre de percussion inférieur.

On peut encore avoir cette direction finale en joi-
gnant AD; le point D étant obtenu en portant sur BD
paralltle & AF une distance BD=w=1} AF, cest-a-
dire en composant la vitesse BD = w du centre de
percussion supérieur avec la vitesse AB—="W du
centre de la bille.

De méme qu’il y a un état final pour la vitesse de
translation de la bille, il y en a un aussi pour son
mouvement de rotation. Les valeurs finales de p, g, r
s'obtiendront par les relations (D) en y faisant U=U,,
V=V _; on obtient ainsi

Rp.=:V.+:Rp, =V,
Rg,=—:U+2Rqg,=—1U,
et
Rr, =Rr,

Les deux premiéres des équations ci-dessus donnent

Rp.—V,=o0, et Rg,+ VU, =o,
ou bien
U,—fwm=o,
V.—fwm=o0.

Les premiers membres étant ici les valeurs de Ia
vitesse au point d'appui, ces équations ne font qu'ex-
primer, comme cela doit étre, que dans I'état final
de l'axe de rotation cette vitesse est nulle, et quela
bille roule et ne frotte plus; ou, ce qui revient au
méme, que la vitesse de rotation au point d’appui
devient alors égale et opposée a celle du centre.

On déduit des valeurs ci-dessus de Rp, et Rq,.

U.Pn+ v:q: = o.
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Cette relationt apprend que dans la position finale
laxe de rotation est dans un plan vertical perpendicu-
laire d ladirection de lavitesse finale du centre de la bille.

Si dans les équations (D) on introduit les vitesses
de rotationt du point d'appui qu’on représentera par
U, et V_, en sorte quon ait

Ur =——:-u,

Vr'-:-—év

et ,
Rp=-—V,,
Rg= U,;
il viendra .
U—U=1:(U,=U,),
V-V, =3 (V. —V",),

distinguant ici par U’ V' les initiales de ces vitesses
U, et V. :

Ces équations montrent que si 'on porte, & partir
de Torigine fixe des coordonnées, une droite AG
(fig- 1), qui représente a uri instant quelconque, en
grandeur et en direction, la vitesse dé rotation pour
le point d’appui de la bille, son cxtrémité G décrira
une ligne droite GG” paralléle & la droite BE décrite
par I'extrémité B de la vitesse de translation dua centre
de la bille.

Si, au lieu de diriger lalongueur qui représente la
vitesse de rotation, dans le sens de cette vitesse, on la
dirige dans le sens directement opposé a AG, c'est-a-
dire dans le sens de la vitesse de rotation du point su-
périeur sur le diamétre vertical, alors 'extrémité F de
celte vitesse ainsi dirigée se déplacera pendant le
mouvement sur la méme droite BF quel'extrémité Bde
la vitesse de translation. En effet, cn appliquant alors

5
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les lettres Ur et V, aux projections de cette derniére
longueur, on aura pour I'état final

Lr——-U etV _V

Ainsi, puisque les extrcmntes en questhn viennent se
joindre dansI'état final, qu’elles doivent décrire d’ail-
leurs des lignes parall¢les, elles se mouveront sur la
méme droite BF, quijoint leurs positions initiales B et
F et qui représente la vitesse initiale W, du point
d’appui..

Ainsi, on peut legardel I'effet du frottemet comme
tendant a rapprocher I'une de I'autre, et sur la ligne
droite BF,les extrémités B’ et F' des lignes qui représen-
tent les vitesses de translation du centre et de rotation
du point supérieur de la bille. Ceci est indépendant
de la nature du frottement. On verra tout a I'heure
que, s'il est constant, alors les extrémités B'F s'a-
vancent 'une vers 'autre d'un mouvement uniforme.

Sil'on veut examiner la marche de I'axe de rotation
de labille, il est clair que sa projection sur le plan du
tapissera perpvndnculan e ala droite AH’, ou ladroite
AG’ qui représente la vitesse de rotation au point
d’appui. Si I'on prend un point sur cet axe a une dis-
tance du centre de la bille égale a la vitesse de rotation
al'équateur, c’est-z‘i-direilﬂr, les coordonnées seront les
quantités Rp, Rg, Rr: comme Rr, reste constant pen-
dant le mouvement, il s'ensuit que ce noint se mou-
vera sur.une horlzontale perpendrculan e aBF. Ainsi,
Paxe restera dans un plan incliné, ayant sur le tapis
une trace perpendiculaire a BF. Le déplacement de cet
axe est donc tellement lié a celui de la vitesse AG' au
point d’appui ou a son opposée AF, que la marche de
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cette ligne suffit pour donner l'idée la plus compléte
du mouvement de l'axe.

Ayant donné les valeurs finales des élémens du
mouvement de la bille, et ayant montré qu’elles ne
dépendent en aucune maniére de la loi que suit le
frottement, et méme si 'on considére le frottement
de roulement, nous allons chercher maintenant les
expressions variables de ces élémens en fonction du
temps, enadmettant alors, comme cela devient néces-
saire, que le frottement de roulement est insensible
et que le frottement de glissement est indépendant de
la vitessc.

Dans les calculs suivans nous regarderons ainsi f
comme une constante; ou plutot, pour s'exprimer plus
exactement, comme une fonction de la vitesse de
glissement qui est nulle quand cette vitesse est nulle,
et qui saute brusquement a une valeur finie et con-
stante dés que cette vitesse devient sensible.

Reprenons les équations (F), et remarquons que les
U—0U, V-V,

W, W,
angles que fait avec les axesla vitesse au point d'appui
ou s’exerce le frottement, ont des valeurs constantes.
Les équations (E), deviendront donc

rapports , €est-a-dire les cosinus des

dv
- = — fgcos. a,
av
7{ =—fg cos. b.

En intégrant et appelant x et y les coordonnées de la
position du centre de la bille au bout du temps ¢,

on aura
U=1U, — fgcos.at.

V=V, — fgcos. bt.
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et

x="U.t— fgcos.a ‘;—,
y=V,t— fgcos.b -;—’-

Les deux premiéres équations en U et V montrent
que l'extrémité B’ de la droite, qui représente en gran-
. deur et en direction la vitesse W du centre de la bille,
avance d’'un mouvement uniforme vers le point E, et
a cause des relations linéaires entre U,V, U, et V,,
I'extrémité F' de la droite qui représente la vitesse de
rotation du point supérieur, avance également vers
E d'un mouvement uniforme. La vitesse constante
avec laquelle I'extrémité B’ de la vitesse de translation
'W se porte de B vers E est égale & fz, et celle avec la-
quelle I'extrémité F’ de la vitesse de rotation W, au
point supérieur se porte de F vers E est 2 fg.De plus, la
vitesse w du centrede percussion supérieurs’obtiendra
en joignant B'D, le point D étant toujours le méme.

Les valeurs ci-dessus de x et y montrent que la
courbe décrite est une parabole; c’est ce que I'on voit
du reste directement, par cela seul que le frottement
agit dans une direction constante, et qu'on vient
d’admettre qu’il était aussi constant en intensite.

On pourrait avoir facilement I'équation de cette
parabole, mais il est préférable de chercher seulement
les points et les tangentes extrémes de la portion de
courbe décrite avant quelabille soitason état final. Au
point de départ Ja tangente a la ccurbe est la vitesse
méme AB, dont les composantes sont U, et V..

SiI'on veut avoir ce qui se rapporte a I'extrémité de
la courbe lorsque la bille est arrivée a I'état final, il
faudra faire U="1U,, V==V, et I'6n aura
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U, = U, — fg cos. at,
V,=V,— 1g cos. .
On tire dela

= -f‘;v(u,—v,r (V. — V.,
Ou en mettant pour U, et V, leurs valeurs (H),

=2 ——r,

’ JE
W.désngnanttoujours1c1lavntesseaveclaquellelepomt
d’appui frotte sur le tapis & I'origine du mouvement.

Si I'on appelle x, 7, les coordonnées du dernier
pointde laparabole pour la position o la bille prend
sa vitesse finale rectiligne, on aura, en mettant la va-
leur ci-dessus de ¢ dans les expressions qu'on vient de
donner des coordonnées du centre de la bille & un .
instant quelconque,

o 7fg (U:U)‘

N Y (_2—)
En vertu des équations (H), ces valeurs peuvent se
mettre sous la forme

-

2W¢
, WNLALLY § | <]
(J) = 18 (
= 2V (v ._E
= 7 .
U, et V, étant ici les composantes de la vitesse de frot-
tement W, a lorigine.
On peut encare introduire les vitesses «, et v, du
centre d’oscillation supérieur dans les coordonnees x,
et y,, etI'on aura

12W,
& =— (U +3%u)),
(K) 49/8

12 W,
= V. + 5 0)
Y=g f( + 55 %) .



(70)

1l est facile de voir, par les valeurs (I) de x, et de y,,
que si 'on prend sur BF un point M au milieu de BE,
le rayon AM passera par le point dont x, et y, sont
les coordonnées. Pour placer ce point sur ce rayon,
il suffira de réduire la longueur AM dans le rapport
de 2 W, a fz. On effectuera cette réduction en prenant
AJ = fy et paralléle a FB, et en menant IL paralléle a
JM par le point I qui répond &4 Al=BE —=: W,. Le
point Lainsi déterminé sur AM sera I'extrémité de la
courbe décrite par la bille. Par ce point L menant une
droite LV paralléle a AE, on aura la marche finale de
la bille. '

On peutconstruire la positicn de la marchefinaleLV
dela bille, l1a seule chose dont on ait besoin ordinaire-
ment pour assurer le jeu, en cherchant seulement le
point ou cette droite coupe la direction AG de la vi-
tesse de rotation au point d'appui. Cest ce que I'on
fera de la manic¢re suivante.

Ladroite parcouruc parla bille dans sa marche finale
passant par le point dont les coordonnées sont x, et
7., et sedirigeant suivant une ligne paralléle ala vitesse
finaledontlescomposantes sont U, et V,, son équation
sera

ry—ux» _VY,

T

xr— x, U, '
Si I'on prend la direction de la vitesse de rotation du
point d'appui pour axe des 7, et qu’on fasse dans cette
équation x = o, la valeur de y sera la distance cher-
chée; en la désignant par p, on aura '

pzj,—'ﬁ-.l',.

Mais on a en méme temps par les formulesF et J qui
donnent U, et V, et x, et »,, en y faisant u,=o et
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v,==w 'a cause de la direction des axes, et appelant
toujours ainsi w, la vitesse initiale de rotation du
centre de percussion supérieur

Uz = ';' Ul)
v) = 7} (Vl + "l)’
1 W“ Ul
x, =—-; ,
) ng |
= EX vl_ é w,
. Y,=3 T ( )
On en déduit
. W.w.
p=— .
78

Le signe de cette valeur indique qu’elle se portera
du coté opposé a w,. On la construira en menant par
le point J (fig. 2), pris comme dans la figure 1, une
ligne JH, et par le point P, milieu de Al, une pa-
ralléle PB a JH; le point R ot elle coupe la droite AH
donnera AR = V;’/gw.‘ , v

Si 'on voulait la distance entre A et la droite RLV,
en lacomptant sur la direction dela vitesse BI', on se
servirait alors des valeurs (J), en posant Us = o et

V. = W,; on aurait ainsi
(2 W,),

- =T .
Cette distance, quidoit étre portée surAI est égale ala

hauteur due a la vitesse : W, mulnphée par-—- Onla

coustruirait encore facllement S
" Sienfin on voulait avoir la distance entre Aetle
point ou la ligne finale LV décrite par la bille vient
couper la direction de AB, on trouverait.
: _W.W,
PE T

FES U I — - -
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On construirait cette valeur en menant par P, milieu
de AI, une paralléle PQ a JB; le point J étant tou-
jours tel qu'on ait Al = fg. La droite finale LV devrait
passer par le point Q ainsi obtenu.

Si I'on veut déterminer la perpendiculaire abaissée
du point A sur la droite finale; en I'appelant =, on
aura, en égalant les momens de la vitesse finale a la
différence des momens des composantes,

z,V,— U,

= ,

2 ]

et en substituant pour z, J,leurs valeurs en U, V, et
U, V,, on aura
— w‘ (V' Uf— Ul vs)
VA
En introduisant le sinus de 'angle (3—¢) que font
les directions initiale et finale,
on aura

= —'1-L sin. (p—).

1/8

On peut construire cette valeur facilement (fig. 2)
en abaissant de A la perpendiculaire AT une HB; elle
sera ‘W, sin. (y—g¢). Par le point J, pris comme sur
la figure 1, on tracera JT, et ensuite par le point P,
milieu de Al, on ménera PS paralléle 4 JT'; cette droite
coupera la ligne AT au point S, qui donnera AS = r.

Si 'on suppose que la vitesse de rotation w du cen-
tre de percussion est dirigée dans le sens de la vi-
tesse W de translation du centre ou en sens op-
pos¢, la bille continue de marcher en ligne droite,

N
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mais son mouvement est varié jusqu ce qu'elle
soit arrivée a I'état final; alors la ligne AB tombe sur
AF ou ensens opposé, et la vitesse finale W, est donnée

par
wn = % (w|+ wl)'
En méme temps on a pourladistance y,, parcourue
par la bille jusqu’'a ce qu’elle soit arrivée a son état
final,

), = %'Tg W+ S w,)

et comme
W,=W — i,
on a
X) F=H W, —1w) (W,+ Sw,)

Ici le signe doit étre seulement celui de W, 4% w,
puisque le facteur W, dans les formules n'a pas de
signe par lui-méme, ceux-ci se portant entiérement
sur les composantes U, V, « et v, dont les résultantes
sont W et w.

. Si la bille est partie sans rotation, on a alors

w;

g’

le signe étant celui de W.. Si elle est partie sans vi-
tesse de translation, alors on a

y.==

»le

4.
9

28 w"
=t
le signe étant celui de w,

Si I'on veut la relation générale entre le chemin dé-
crit ¥ & un instant quelconque, et la vitesse du cen-
tre W a cet instant, on aura -

W,—W
t =+ ( fg ),




et

le signe inférieur étant pris seulement dans les cas ou
ona W, — 2w, <o,etou la vitesse absolue W,au
point dappui étant dirigée en sens opposé 4 celle du
centre, le frottement tendra A accélérer le mouvement
au lieu de le retarder.
On tire des équations précédentes
Wr Ws
y=x — 7

le signe étant pris pour rendre cette quantité positive.
2 .

W,
Sil'ondésigne par Y la distance —2——, on aura
g

’ Wi=afg (Y—y),
SiW,—Iw >o0; :
et o Wi=afg (Y4 ).
sSiW,—w <o. :
On voit par ces valeurs que la vitesse en fonction de
la distance y est représentée par lordonnée d'une pa-

s

rabole dont la distance focale est'—a- , et dont le som-

2
metesta unedistance Y ou Z—%r du point de départde la

bille,soitdevantle joueur quand W,—:w > 0, comme
le représente la courbe CGK dans la figure 6, soit der-
riére quand W, — : w, < 0, comme le repr ésente la
courbe CGK dans la figure 5. S

‘Quant a w, il sera donné par la partie d'ordonnée
comprise entre 'une ou l'autre des paraboles, et une
par allele a l'axe MK tracée a une hauteur égale
a W, + w,;w, étant la valeur de w a l'origine.
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Quand nous aurons parlédel'effetdu coupde queue,
nous reviendrons avec plus de détails sur la construc-
tion des vitesses W et w, aumoyende ces figures 6 et 7.

Pour réduire en nombre quelques-unes des formu-
les trouvées dans les articles précédens, jai fait des
expériences qui ont eu pour objet de déterminer la
vitesse que peut prendre la bille sous le coup de
queue quand on la frappe dans la direction du centre.

Ayantfait frapper horizontalement une bille de gros-
seur ordinaire qui c¢tait suspendue par un fil d’environ
2=delongueur, j'aiobservé que, pourun coupde queue,
comme le donne un joueur ordinaire, mais non pas
pour le plus fort coup que pourraient donner certains
joueurs, la bille remontait verticalement d’environ
17, 20; et que pour un coup de queue tres-fort, la hau-
teur pouvait aller a 3,50. Ainsi, en appelant W, la vi-
tesse initiale du centre de la bille, ou a pour un coup
ordinaire

W, *
> = 1,20, ou W, = 4,86;
2g K
et pour un coup fort
_‘E = 2,50, ou'W, = 7,00.
28 .

Pour déterminer le coefficient £, j'ai dispos¢ un appa-
reil au moyen duquel la bille se trouvait tirée hori-
zontalement sur le tapis par un fil tendu avec un
poids. En faisant des marques sur le tapis jai pu arri-
ver a reconnaitre que le mouvement de la bille était
sensiblement uniforme quand elle était mue avec une
force égale aux 0,25 de son poids sur un drap fin,
etaux o,30 de son poids sur un drap plus gros ou plus
usé.

La premiére valeur est celle qu'il faut adopter pour
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un billard en bon état. Quoique les choses n'aient
pas été disposées pour observer des vitesses au
dela de 1=, 0o par seconde, tandis qu’aprés le coup
de queue une bille peut prendre une vitesse beaucoup
plus forte; cependant comme d'autres expériences,
entre autres celles de M. Morin, ont montré que pour
tous les corps, les frottemens jusqu'a des vitesses de
4 meétres, sont indépendans de la vitesse, nous avons
Pu, sans crainte d’erreur, admettre qu'il en est de méme
ici pour le frottement de la bille contre le tapis, et
qu’il reste toujours indépendant de la vitesse. Pre-
nant donc pour les applications

S = 0,35,
on a pour un coup de queue ordinaire
W
—_ = ,80;
/g 4

et pour un fort coup de queue

W,
—2_ = 10,00.

2/8
Ainsi, lorsque la bille part sans rotation, comme
cela arrive quand la queue I'a frappée dans une di-
rection qui passe par son centre, la distance y, du
point de départ au point ou la bille commence a
rouler sans glisser et arrive & I'état que nous avons
appelé final, étant donnée par

24 W"’

Nh=0 2 fg’
ou & trés-peu preés par '
A W

I = ng" 1]
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devient, pour une vitesse ordinaire,
7, = 3,4o,

et pour la plus forte vitesse
¥, = 5,00.

On verra dans le chapitre suivant comment ces dis-
tances doivent étre modifiées lorsque la queue ne
touche pas la bille de maniére que la ligne du choc
passe par son centre.



(78)

CHAPITRE 1L

De l’effet du coup de queue horizontal.

Nous allons examiner maintenant les effets du choc
de la queuc sur la bille, en le supposant d’abord di-
rigé, parallclement au tapis. Nous consacrerons un
autre chapitre au coup de queue incliné; la théorie
qui en donne les effets étant plus compliquée et
moins nécessaire aux applications au jeu ordinaire,
nous avons pensé qu’il valait mieux la présenter
séparément. -

On emploie deux espéces de queues ; les unes, dites
a procédé, sont terminées a leur pointe par une gar-
niture de cuir formant une espéce de demi-sphére
saillante, les autres sont coupées a la pointe suivant
un plan perpendiculaire a leur longueur. Quand on
se sert des premicéres, on a soin de frotter la garni-
ture avec une substance qui augmente le frottement
surla bille. On faiten sorte par-la qu'il ne se produise
pas de glissement entre la queue et la bille pendant le
choc, lorsméme que la direction de la vitesse des points
de la queue qui viennent choquer la bille fait un -
angle assez sensible avec la normale a la bille : ce glis-
sement ne peut en effet avoir lieu tant que cet angle

.

est inférieur a celui du frottement. Pour les queues

~
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non garnies et coupées d’équerre a leur axe, comme
on ne peut frapper que dans une direction normale
au point de choc, des lors, quelque faible que soit le
frottement, il est toujours suffisant pour qu’il v’y ait
pas de glissemerit entre la queue et la bille au moment
du choc. '

Par cela seul qu'il n'y a pas de glissement de la
queue sur la bille daus le choc, les points de cette
derniére, qui sont frappés par la queue, y adhé-
rent et ne peuvent prendre, tant que le contact alieu,
que des vitesses identiques avec cclles des points
choquans de la queue. Celle-ci étant dirigée par
le joueur de maniére que ses points conservent pen-
dant le choc des vitesses dans la direction de son axe
de figure, il en est de méme des points choqués de la
bille; ceux-ci doivent donc étre considérés comme
recevant de la queue pendant le choc une quantité de
mouvement dont la direction est cel]e de laxe de la
queue.

Clest au reste ce que lexpemeuce conﬁrme pleine-
ment, car si dans le choc la direction de la quantité
de mouvement imprimée ala bille n’était pas celle de
I'axe de la queue, et qu'il y eut glissement au contact

ilserait impossible de faire un coup assuré, vu la dlf-
férence d’intensité du frottement en employant une
queue ou une autre, et avec la méme queue, suivant
qu'on aurait plus ou' moins enduit le cuir de craie ou
de toute autre substance pouvant adhérer a la bille.
Quaud la queue glisse au contact et que le frottement
vient ainsi modifier la direction de la quantité de
mouvement, on dit qu'on fait fausse queue, et cette
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espéce de coup n'est pas au nombre de ceux dont on
puisse tirer parti au billard.

Si par l'effet de I'élasticité la seconde quantité de
mouvement, ajoutée a celles que produit sur la bille
la premiére partie du ¢hoc pendant la compression,
n’avait pas la méme direction que celle de cette pre-
miére quantlle de mouvement, il serait egalement im-
possible de jouer d’'une maniére assuree, puisqu’alors
- la direction du mouvement apreés le choc dépendrait
de I'élasticité relative de la bille et de la queue, et ne
serait pas celle du mouvement de laqueue, ainsi qu'on
le reconnait par expénence Bien qu'il soit impossible
dans I'état de la science d’établir cette proposition di-
rectement par la théorie, on peut cependant la re-
garder comme suffisamment prouvée parl'expérience,
et 'admettre comme base des calculs.

En partant donc de ce point que la bille recoit par
le choc de la queue une quantité de mouvement dans
la direction du mouvement de la queue et appliquée
au point ou se fait le contact, nous allons déterminer
la vitesse qu'elle prendra, en fonction de la quantité
de mouvement qu’elle recoit au point ou se fait le
choc : nous verrons plus loin comment cette quan-
tité de mouvement peut, dans les cas ordinaires) se
déduire de la vitesse que I'on a imprimée a la queue.

Choisissons maintenant, pour la direction des y
partant du centre de la bille, comme origine , une di-
rection paralléle au plan vertical passant par l'axe de
la queue, c'est-a-dire parsa vitesse de translation; et
pour le sens de ces y positifs celui de la projection de
cette vitesse sur le plan du tapis : nous prendrons,
comme nous I'avons déja fait, les x positifs a droite



(8r) '

de cette direction, et les z positifs en dessus du tapis.
Dans ce qui suit, ce que nous désignerons par point
de choc sera le point de la bille qui est frappé par la
queue : nous appellerons ligne du choc celle qui est
menée par le point de choc dans la direction de la
queue ou de la vitesse des points qui choquent la
bille.

Le choc étant supposé horizontal, il n'y aura pas
a considérer I'effet du frottement sur le tapis pen-
dant le choc : la bille reste donc comme libre. Elle
recevra dans la direction du coup de queue une
quantité de mouvement dont la mesure sera le pro-
duit de sa masse par la vitesse de son centre.

Nous poserons les notations suivantes :

M, la masse de la bille;

R, sonrayon;

W, la vitesse que prend son centre a I'instant ou
elle a recu le coup de queue;

h, I'abscisse du point ou se fait le choc, c’est-a-dire
la distance entre le centre de la bille et un plan ver-
tical passant par le point ou se fait le choc, et dans
Ja direction de ce choc, c'est-a-dire de 'axe de la
queue ; .

{, la hauteur du point ou se fait le choc au-dessus
du tapis.

Pour déterminer le mouvement de rotation en
fonction des données ci-dessus, on posera les équa-
tions qui expriment I'égalité entre les momens au-
tour du centre des quantités de mouvement dues au
choc d’'un coté et aux vitesses de rotation de 'autre.
Ce qui donne, en prenant pour axe des y la direction
du coup de queue,

6



(82)

~ ;MR'P|= Mwl(l—'R)D
%Ma'q,=o,
: MR*r, = MW, 4;
ou bien
{—R
'}sz e Wl (T H
i Rq. = o,
:Rr,=—W, ;{

Ici, la vitesse de rotation initiale w,du centre de per-
cussion supérieur est dirigée sur I'axe des y, puisqu’on
a Rg, = o. Si Rp, est positif, c'est-a-dire si I > R, elle
doit étre portée du coté des y positifs, c’est-a-dire dans
le sens du mouvement, et la vitesse du centre de per-
cussion inférieur, que nous avons désignée par AH
dans les figures précédentes, devra se porter en sens
contraire.

Dans la supposition oli nous sommes d’'un coup de
queue horizontal, la bille marchera en ligne droite.
Pour avoir 4 chaque point de sa course les deux élé-
mens W et w, c'est-a-dire.la vitesse de translation et
celle de rotation du centre de percussion, on se re-
portera aux équations E du chapitre précédent, qui
donnent

Wtw=W +w,
W, et w, étant ici les valeurs initiales des vitesses W
et w.Or,on a

% RPI = W,
ou bien :
=W (F),
ce'qui donne
Wi4+w =W .
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ainsi & un instant quelconque, on a

W+W=W.I%.

Dans la figure 6, AD représente la vitesse de trafis-
lation W lorsque la bille, partie de M avec une vitesse
égale a MC="W,, est arrivée en D. On ménera donc

I'horizontale PE A la hauteur MP — V—%f, c’est-a-dire

de maniére que si MC représente le rayon de la bille,
MP représente la hauteur / du choc au-dessus du ta-
pis. Les distances de la parabole 4 cette droite repré-
senteront donc w. Quand w sera dirigé du cé6té de W,
c'est-a-dire quand la rotation sera directe, le point A
tombe en dessous de PE; quand il tombeen dessus,
la rotation w est rétrograde.

La vitesse W, de la bille, quand elle est a I'état final,

est donnce par

W, =i (W, +w,),
ce qui devient

W, =:W, l%.
Ainsi la vitesse W, dans la figure 6, ne s’abaissera ja-
mais au-dessous de cette valeur, si I'on est dans la pa-
rabole inférieure, ni ne s'élévera au-dessus de cette va-
leur,sil’en est dans la parabole supérieure. Nous allons
indiquer comment on distingue ces deux cas d’aprés
la bauteur du coup de queue. -

Les ordonnées des parties marquées pleines surla

figure 6 indiquent les vitesses de la bille; les mouve-

mens variés finissent toujours quand la vitesse sera

/
devenue cgale a : W~ﬁ’ et quand la parabole aura
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coupé la droite GL menée & cette hauteur. Cette
droite sereléve 4 mesure que / augmente et qu'on a
frappé plus haut.

Nous avons dit, dans le chapitre précédent, qu'on
ne serait dans le cas de la parabole supérieure (fig. 7)
quautant qu’on aurait

W —3iw <o,
ce qui donne :
l

W, —: W, (g—1) <o
ou bien
, 1> 1R
Ainsi la vitesse au point d’appui ne sera en sens op-
posé au mouvement de la bille, et le frottement n’ac-
célérera la vitesse, quautant que le coup de queue
aura été donné a plus des  du rayon au-dessus du cen-
tre, cest-a-dire au-dessus du centre supérieur de per-
cussion de la bille.

Quand on frappe juste a la hauteur de ce point,
la bille prend de suite son état final,ona W =: W, I_l{;
la droite GH passe par le point C; alors il n’y a
plus de parabole. Dans tous les autres cas ou l'on
a l< 2R, le frottement ralentit la vitesse de trans-
lation, et on est daus le cas de la parabole in-
férieure (fig. 6); alors les vitesses de translation du
centre et de rotation du centre de percussion sont
représentées par les hauteurs DA et AH, et elles sont
données par les formules .

W= \/zfg (Y—2)= VW' —2fgy,

et

=W— —W
W R s
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dans lesquelles on a y =MD, Y =MK,etW, =
MC vitesse initiale du centre de la bille.

Pour avoir la distance MQ parcourue par la bille
depuis son départ jusqu’au point ou elle est a I'état
final, il suffit de prendre la valeur y, du chapitre pré-
cédent et d'y mettre pour W et w, leurs valeurs, on

aura
= ?’7';’-(:— (3 Ri)‘),

ou a trés-peu pres

=3 /:, ( - —) .

11 est un point de la course de labille trés-impor-
tant a connaitre pour les effets dujeu, c’est celui ot
le point d’'appui ou le centre de percussion n’ont
pas de vitesse de rotation et ou I'on a w=o0 : c’est
a cet I'instant que nous disons que la bille est a l'ézat
de glissement. Cet état a lieu au point I qui répond au
point E, o1l la parabole est coupce par la droite hori-

wi .
zontale PE menée a la hauteur -—R'—. A ce point ona

W, !
W==x

la distance MI parcourue alors par la bille, que nous
désignerons pary,, est donnée par

W r

r=(-%

On peut remarquer que les points I et Q ont cette re-
lation de position et que I'on a a trés-peu prés

| KQ = : Ki.
Labillenepasse parcetétat deglissement,ety,n’existe
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qu'autant qu'on a / < R; car sans cela la droite PE se
trouve au-dessus de la parabole et ne la coupe pas. 11
en est toujours ainsilorsqu’on est dans le cas dela pa-
rabole supérieure CG (fig. 7), car comme elle s'arréte

a la hauteur ; XVﬁ_l pour se changer en horizontale,

elle ne peut étre coupée par la droite PE qui est a

W!
la hauteur R

Quand ona !/ = R, cest-a-dire quand on frappe la
bille au centre, I'état de glissement a lieu au pointde
départ M : ce cas est représenté sur lafigure 6.

Quand on frappe au-dessous du centre, la rotation
est rétrograde de Men1 (fig. 6), avant le point de
glissement. Dans cet intervalle, w ou ; Rp, est pris
négatif dans les formules: au-dela de ce point de glisse-
ment I, w devient positif, ainsi que son égale  Rp.

La hauteur /, a laquelle se donne le coup de queue,
ne peut étre ni trop grande ni trop petite quand
on veut dofiner un coup assuré, puisqu’il faut] que
la queue ne glisse pas contre la bille; la limite de
Pécart entre la ligne du choc et le centre de la bille
est fixée par le plus grand angle que puisse faire la
direction du choc avec la normale a la bille sans qu'il
y ait glissement. Cet angle est ce qu'on appelle lan-
gle de frottement. L'expérience a appris aux joueurs
qu'on peut sans glisser frapper la bille jusqu'a une
distance du centre de 0,70 R; ainsi, en appelant a la
distance du centre de la bille a la ligne du choc; pour
ne pas faire fausse queue,on devra frapper de ma-
ni¢re qu’'on ait

a<o0,70R, ou VA + ({—R) <o,70 R.
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Si fe plan vertical du choc passe par le centre de la
bille, c’est-a-dire si R=—o0 , on aura pour le minimum

de !
l=0,30 R,

et pour le maximum
I=1,70R.

On peut donc encorea la rigueur donner le coup ala
hauteur du centrede percussionsupérieur qui répond
al =1,40R; mais on frappe rarement a cette hauteur,
de peur qu'en donnant un peu plus haut ou un peu
plus de coté, ce qui augmenterait la distance a au
centre, on ne fasse fausse queue: on n’a donc presque
jamais & considérer les vitesses de la bille qui sont re-
présentées par les ordonnées de la parabole placée
comme dans la figure 7.

Il nous reste maintenant a examiner comment la
vitesse W, , communiquée au centre de la bille par le
coup de queue, peut résulter de la vitesse supposée
donnée a la queue,et de la distance a entre la ligne
du choc et le centre de la bille quand le choc ne passe
pas ce centre.

La circonstance de I'adhérence entre la queue et la
bille pendant le choc ayant, ainsi que I'expérience le
prouve, pour effet définitif de faire en sorte que la
quantité de mouvement que recoit cette derniére par
le choc et par I'effet de I'élasticité, soit toujours dans
la direction méme de la vitesse de la queue, et celle-ci
ne se déviant pas sensiblement pendant le choc, il
nous sera possible d'en conclure la vitesse que doit
prendre le centre de la bille. Nous supposeronsd’abord
que le coup de queue est donné en abandonnant la
queue 4 elle-méme sans la serrer avec la 'main ni sans
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la pousser aprésle choc. Il nous faudra aussi admet-
tre, comme cela a lien ordinairement, que la bille
quitte la queue sous le coup et ne soit plus touchée
par celle-ci aprés le coup. Nous verrons plus loin
quelles conditions cette circonstance exige, et ce qui
arrive quand elle n’a pas lieu.

Désignons par

M’ 1a masse de la queue,

‘W' sa vitesse avant le choc,

W sa vitesse apreés le choc,

M la masse de la bille et R son rayon,

‘W, la vitesse de son centre aprés le choc.

On aura d’abord, par les principes connus du
mouvement du centre de gravité et des aires qui sont
indépendans du plus ou moins d'¢lasticité des corps,

M W = MW, + MW,
s MR p, = MW, (I—R),
L : MR'g, = o,
. : MR 7, = — MW, .

Il reste & poser une équation se rapportant aux
effets de I'élasticité. Il est impossible, dans lI'état de la
science , de calculer & priori ce qu'elle produira dans
le choc. J’ai dit chercher par conséquent a étudier par
expcrience ses effets dans le choc des queues et des
billes. Pour cela j'ai suspendu une queue de ma-
niére quelle put osciller horizontalement dans le
sens de la longueur, tous ses points décrivant le méme
arc de cercle. Il a suffi, pour produire cet effet, d’at-
tacher le devant et le derriére de la queue a deux fils
divergeus qui partaient du plafond 4 une hauteur
d'environ deux métres au-dessus de la queue. De cette
maniére, en écartant la queue de sa position la plus
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basse, elle tendait a y revenir en oscillant sans perdre
son horizontalité. La bille était attachée de méme a
deux fils divergens partant du plafond et la prenant
aux extrémités d'un diameétre horizontal. Cette bille
pouvait ainsi osciller et en méme temps tourner
autour de son diamétre horizontal. Dans sa position
d’équilibre elle se trouvait placée de maniére que le
petit bout de la queue la touchait et quel'axe decelle-ci
Ppassait par son centre. Des cercles divisés avaient été
placés a coté de la queue et de la bille pour donner le
moyen de mesurer les écartemens des fils, et par suite
les hauteurs dont la queue et la bille s’étaient élevées.

En écartant la queue de sa position d’équilibre,
elle venait frapper la bille au centre avec une force
vive proportionnelle a la hauteur dont on Tlavait
élevée. La bille frappée au centre prenait une vi-
tesse de translation qui s’évaluait par la hauteur a
laquelle elle s’élevait. Si la force vive se fut conservée
aprés le choc, on aurait di trouver, en vertu de la
conservation du mouvement du centre de gravite,

A MW Wi =MW
TN+ M T T MM

La queue pesant exactement trois fois le poids de la
bille, on a M'=3M, et ces formules donnent

W, o=2W.

W = W.
Or, on a déduit des écarts de la queue et de la bille
apreés le choc, ‘

W, =W, W=21W.

Ainsi la force vive aprés le choc, au lieu d'étre
égale & M'V" ou a 3MV" si elle se fiit conservée, n'a
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été que de 33 MV~ ou de 2,56 MW *. La perte est donc
de 0,13 de la force vive totale. En variant les vitesses
de la queue, les pertes de force vive sont restées sen-
siblement dans le méme rapport. On n’a pu dépasser
la vitesse de 2,80 pour la queue, et conséquemment
de 3,60 pour la bille. Il n’a pas été possible de faire
des expériences avec des vitesses de choc qui appro-
chassent davantage de celles qui ont lieu dans le jeu
ordinaire ; mais la fraction ci-dessus s’étant conservée
constante dans ces expériences, nous avons pu I'é-
tendre aunx vitesses qui ont lieu dans le jeu.

Pour connaitre ce que devenait la perte de force
vive quand le choc passait un peu au-dessous ou au-
dessus du centre de la bille et lui communiquait une
vitesse de rotation autour de I'axe horizontal de sus-
pension, j’ai examiné ce que devenait la vitesse du
centre;etcommecette derniéreest une conséquence de
la perte de force vive totale qui a lieu dans le choc,
j'en ai déduit que la perte totale de force vive, en te-
nant compte alors de celle qui est employée en rota-
tion, est toujours 4 peu preés la méme.

Sans doute que ces expériences ne suffisent pas
pour donner la perte pour les chocs qui ont lieu dans
de forts coups de queue; néanmoins, comme en
prenant toujours la méme fraction o,13 pour la perte
de force vive, on arrive a des conclusions qui sont
d'accord avec ce que 'expérience a appris aux joueurs;
il ne sera pas sans intérét de voir en effet ces régles
d’expériences déduites de cette seule supposition d'une
perte en proportion constante avec la force vive to-
tale.

Posons donc I'équation qui se rapporte a la perte
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de force vive. Appelons 6 la fraction de la force vive
M'V” qui exprime la perte aprés le choc; nous au-
rons
(1—0) MW" =MW" 4+ MW*+ MR (p’+q,+r’),
P> §., T.,étant ici les vitesses trouvées précédem-
ment. En posant
a=hK+(—R),

a désignant ainsi la distance de la ligne du choc au cen-
tre de la bille,nous aurons en vertu des équations (L)

(1 —6) MW" = MW"+ MW, + } MW, o,

ou

(1—8) MW* =MW} + MW (1 +32 —l'z—')

En joignant a cette équation celle qui se rapporte a
la conservation des quantités de mouvement qui est
M'W = M'W/'+MW,,

on trouvera

, M R
W, =W ,_li’__‘_l“ .
iRt
145 i-—!l—, \/I—O—O-Nl(l-i-} —‘i,)
W =W R M M R
' !+ia_.+1[.
. lBs MI

Sil'on veutintroduiredans lavaleur W, de la vitesse
que prend la bille, celle qu’elle prendrait sous le méme
coup de queue, c'est-a-dire avec la méme vitesse de
la queue , mais'en donnant le coup ay centre; on au-
ra, en appelant W, cette derniére vitesse,
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w,(.+4-;i) (-+\/-—9—9 l+:R.))

e (Ve

W_ ici est la vitesse que nous avons déterminée par
expérience, ct dont la valeur est de 7= au maximum. Si
Ion part cette valeur de W,, et qu'on veuille savoir
quelle vitesse prendra la bille si en la frappant avee
une queue animée de la méme vitesse qui produirait
‘W, en frappant au centre, on donne le coup a une
distance du centre«=—0,60 R; onsubstituera tonjours

M- '
9 — 0,13, M= =3, et R__0,60, on aura

W, == 0,50 W,

.

La valeur de W, a été construite dans la figure 4,
oi1les abscisses OR ou M"M prisesde I'origine, O ou M”
représentent ces distancesa : le cercle est décrit d’'un
rayon M’ M’ = R. Les ordonnés MC représentent les
vitesses W, du centre de la bille.

Pour que les valeurs précédentes de W, et de W,
subsistent, il faut que le choc de la queue de la bille
se fasse comme nous I'avons supposé , c’est-a-dire que
les deux corps se séparent apres le choc, et qu'ainsi

on ait
) w, >w/,
ce qui donne

'+\/x—o—ep£( @ )>x+,R, 11:—11,\/.—9—91'—1'(..;.% i’i

M

ou bien
(l+1-ﬁ7) \/1—9-—-9'—( ':'%) >§§;
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Si cette condition n'a pas lieu, la queue continue de
toucher la bille aprés le coup, dés lors celle-ci frotte
contrele cuir de la queue, et elle éprouve une grande
diminution dans son mouvement de rotation ; c’est ce
qui fait que les effets qui dépendent de cette rotation,
comme nous le verrons dans le chapitre suivant, sont
diminués de beaucoup.

La condition précédente montre que si 'on veut
que % soit aussi grand que possible, c'est-a-dire égal
& 0,70, limite fixée pour la condition qu'il ny ait pas
glissement sous le choc, il faudrait pour =0, c'est-

. 9 s » eg g . ') A NI
a-dire pour I'élasticité parfaite, qu'on eut i 3
Mais en raison de la valeur de 9, il faudra prendre
M - M
W> ;- Sil'on pose § =0,13, on trouve que Y est un
peu au-dessus de :. Ainsi, des queues un peu plus
1égéres que celles dont on fait usage généralement, per-
mettront d’attaquer la bille plus prés du bord sans
qu'apres le choc il y ait un frottement de la queue et
de la bille qui diminue la rotation. Elles permet-
tront donc d’obtenir un plus grand rapport entre
la vitesse de rotation rétrograde et la vitesse de
translation, puisque ce rapport, immédiatement

. . R—!
aprés le choc, est égal a la fraction; (T)

Si nous voulons avoir la limite de @, qui permet

de choquer sans frottementaprés le choc, lorsqu'on a

x, =1 comme cela a lieu ordinairement; on trou-

vera d’abord
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= (i) 3+ A= ()

Prenant done

0—o0,13 etl%=%,
on aura
a s o @
: "= 0,906, d'ou R = o,60.

Ainsi, avec les queues ordinaires qui pésent trois fois
le poids d'une bille, pour conserver toute la rotation,
on ne doit pas frapper 2 une distance du centre de
plus des six dixiémes du rayon. Avec des queues
plus légéres, il serait possible d'aller jusqu’aux sept
dixiémes et d'obtenir ainsi une plus grande vitesse de
rotation par rapport 4 celle de translation. Comme
c’est du rapport de ces deux vitesses que dépend la
facilité que 'on a de faire reculer la bille du joueur
aprés qu'elle en a touché une autre, ainsi que nous
le verrons dans le chapitre suivant, il s’ensuit qu'on
doit , pour bien reculer, employer des queues un peu
plus légéres que celles qui sont en usage.

Maintenant on peut remarquer que, si au lieu d’a-
bandonner la queue & elle-méme au moment du choc,
c’est-a-dire de la tenir libre , on la serre au contraire
dans la main ; on joindra unc partie de la masse de
l'avant-bras a celle de la queue, et on éGtera a ces
masses réunies leur propriété d'élasticité. Cette ma-
niére de choquer pourra donc s'introduire dans les
formules, en supposant M’ et ¢ plus grand. En exami-
nant 'inégalité

M M , 4 .
(i) Vimo—oqr (+i0) > 10
on voit qu’elle n’a plus lieu alors pour % aussi grand,
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puisque le premier membre diminue quand M’ et ¢
augmentent.SiI'on frappe alors a une méme distance
a du centre que dans le cas ou la main ne serre pas la
queue, cette inégalité pouvaut ne plus avoir lieu, la
queue ne se sépare pas de la bille apres le choc, et
le frottement qui en résulte détruit une partie de la
rotation de la bille. Ainsi, pour pouvoir frapper la
bille le plus loin possible du centre sans diminuer
la rotation que le choc tend a produire, il faut tenir
la queue libre dans la main et ne pas la pousser aprés
le choc.

Pour reconnaitre I'influence des différentes ma-
ni¢res de frapper la bille sur la distance qu’elle
aura parcourue avant que la rotation rétrograde
soit épuisée, distance dont I’évaluation doit toujours
étre faite quand on veut produire des effets singuliers
dans le choc de deux billes ou dans le choc contre la
bande, ainsi que nous le ferons voir dans le chapitre
suivant; nous allons remettre dans la valeury, don-
née au commencement de ce chapitre, la valeur W,
trouvée précédemment en fonction de la vitesse W’
de la queue. Nous aurons ainsi

=VL( _“) [l+\/1—-9_9__( +%%)]’
afg (x+:;’, %). :

Si nous en faisons autant dans lavaleur de y,,nous
aurons, '
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On se rappellera que, dans le cas du choc hori-
zontal, ainsi que nous le supposons ici, on a

@ AN
oK +(‘- i) :
Si I'on veut examiner les valeurs maximum de y, et
de y_, il faudradéja prendre A= o, parce que, eu égard
a la pctitesse de ¢, .: n’aura gucre d'influence que dans

le dénominateur. Supposons donc 2 —=o, cest-a-dire
occupons-nous seulement du cas ou le plan vertical

passe par le centre de la bille. Mettons pour 2 sa

R
valeur dans ce cas, qui est ( 1 ——%) ; Mous aurons
we (= m)[r Voo (rto— )]
Y (n+-§%+%(r—%)’)’ .
et

=_‘L"_( R )[""‘/'—9'———(:4. ('___))].'
2/8 (l+l-“_,+§(,__l_{_),)

On peut introduire dans ces formules la vitesse que
prendrait la bille avec le méme coup de queue si on
la frappait au centre; on a alors

7

° Nl H
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v (o)

1+V I—Q—«Q—E

M

En mettant cette valeur dans les expressions précé-
dentes, on aura

e () Vo T

d’ou

W =

T T v N, M g
(l-l- ‘—e—m—) (1+ITI,+,—(I—1—{)’)
et

Iy; My e IRCT
_—25 — —_— A — 2
W,z(' o na)(”'m') [’+‘/' = (”"‘(‘ Y )]
Y =" e ——— .
2fg oMy M AN
('*‘/""—Tu—) (ap+io—pr)

Il ne faut pas perdre de vue que ces formules ne
subsistent qu’autant qu'il y a séparation entrela queue
et la bille, cest-a-dire que la distance a ne dépasse
Pas une certaine limite, laquelle est d’autant moins
grande qu’on serre la queue davantage avec la main.

En restant donc dans cette limite ou la rotation
n'est pas altérée, on peut se demander a quelle dis-
tance du centre il faut frapper la bille pour rendre
7. et yrles plus grands possibles. On voit en effet que
les expressions ci-dessus ont.un maximum par rap-
port a . §i I'on pose pour abréger

a 4

R R’
et qu'on représente para £ « b des constantes nu-
mériques, on aura
_ (22—2) (14 Va— gz)
- (a+bz) )
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On peut chercher le maximum de v/ au lieu de ce-
lui de y,, et I'on aura Féquation

- {t-——z— f z(2z—2z%) } .
2bz (22 — 2*) = {a+1?) 4V e—pa) z")Va——-(;z' .
En prenant M 3,et06=0.13,0na

a = 0,48, p= 0,97, a= 1,33, b = 2,50

On trouve par des substitutions successives que la
valeur de z est trés-prés de 0,25; on peut la regarder
comme égale a cette fraction. Ainsi, avec un coup de
queue d’'une intensité déterminde, pour porter le
point de glissement de la bille le plus loin possible, il
faut frapper 4 peu prés a 0,25 durayon au-dessous du
centre. Comme il n'y aurait plus séparation entre la
queue et la bille en frappant aussi bas, si I'on serrait
la queue dans la main et qu'on détruisit ainsi une
partie de la vitesse de rotation, le point de glissement
ne sera 4 la distance que donnerait la formule qu'en
tenant la queue libre.

Si 'on veut rendre y, un maximum, ou ce qui re-
vient au méme '}, on aura la condition

abz (1— 35 (1—2) =(a+bz") {;g (1—2)—

Ez(1—23 (1—2))
(14 V a—z ) ( Vu_pza)} )
Les lettres « £ ab étant dans cette équation les mémes
nombres que précédemment. On trouve par des sub-
stitutions successives que z est entre 0,09 et 0,10 ; on
peut donc pour les applications regarder la valeur
comme égale 4 0,10. Ainsi, pour que la bille soit a I'état
finalde roulementle plus loin possible, il faut lafrapper
4 environ le dixiéme du rayon au-dessous du centre.
Les valeurs maxima de », et y., sont

W
=0,33 ——, et y,= 0,5
7 afg’ &7 Y7 =fg
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La valeur de W, en fonction de la distance « de la
ligne du choc au centre de la bille, servira encore a
trouver comment le coup de queue doit étre donné .
pour rendre un maximum la vitesse horizontale de
rotation des points de I'équateur horizontal, c'est-a-
dire la valeur de Rr, lorsqu'on suppose déja /=R et
par conséquent a = h.

On a alors
_5h W, (i+ )(”"‘/ —0—57 (i)

h
'R 2Rk
oM
('+M,+=R,><I+V-—e—

En prenant les mémes nombres que précédemment

Rr=31W

wlx

h
pour les constantes, on a pour déterminer — g Par la

condition de rendre R un maximum, lequatlon

§£"=( 'm) x

Va_p & (r+ t/:-_")]

En posant « = 0,48, f=0,97, c=1,33, on aura

R-= 0,50 9

et alors on a en méme temps
Rr=o0,75W,.

Les valeurs et la vitesse Rren fonction de Alorsqu’on
suppose a = h, et par conséquent /=R, sont repré-
sentées par les ordonnées PR de la courbe o RR'R”,
(fig. 8), les abscisses étant les valeurs de A.

On peut encore se proposer de rendre un maximum,
la vitesse finale en méme temps que la vitesse a 'état
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. , : o b WL
deglissement: ces vitesses sont W, R et —* R D’abord
on prendra /= o daus ce cas, ce qui donnera

a = (l—R)’,
l a
Ol.l I_‘ =1 -|- i.
onauradoncpourla valeur de W, R
! 'W‘,(l+2 1+1Y—l;)<1+\/| 9—211’- +:a’)

X T
(2 2) (e Vi X

Lorsqu'on met pour

W,

e les valeurs numériques

précédentes et quon pose toujours «=0,48, f=
0,97 et ¢ = 1,33; la condition de maximum par rap-

port as 7ot donnée par Péquation;

a a a ‘3([ + %)%

5| 1= e+: 2] ——— .
k(i)=( R)[ \/a—ﬁ%;('”“—?%?)]

La racine de cette équation est % = 0,19; ainsi il faut
frapper la bille & environ le cinqui¢éme du rayon au-

dessus du centre pour rendre W, — un maximum.

R
Dans ce cas on a,

W, -Il{—= 1,09 W,,

Les valeurs variables de WIL{ lorsqu’on suppose

a=—1[— Rou a=R —/, sont représentécs par les or-
‘données DH de la courbe 2’ 2 H H'( fig.g); les abscisses
comptées a partir dn point M étant les valeurs de /.
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CHAPITRE IIL

Du choc de deux billes et du carambolage, en négligeant le frotte-
ment trés-petit qui a lieu entre les billes pendant le choc.

La circonstance du mouvement des billes qu’il est
le plus nécessaire d’étudier pour la pratique du jeu,
c'est ce qui arrive aprés le choc d’'une bille mobile
contre une bille immobile : c'est ce probléme dont
nous allons nous occuper.

Le frottement des billes dans le choc est trés-faible;
c'est ce que les joueurs reconnaissent et ce qui ré-
sulte d’ailleurs des expériences que je vais rapporter.

Pour déterminer le frottement de deux billes pen-
dant le choc, jai suspendu une bille a un fil et je lui
ai fait une marque propre a bien montrer la rota-
tion qu’elle pouvait prendre. J’'ai donné a la bille une
rotation uniforme dont jai obtenu exactement la
durée; puis je I'ai choquée horizontalement et obli-
quement avec une autre bille sur 'un des cétés, de
maniére a4 donner par l'effet du frottement une ro-
tation dans un sens opposé a celle qui existait; j'ai
gradué le choc de maniére a détruire a peu pres
toute la rotation existante, ou au moins a ne laisser
subsister qu'une rotation assez faible pour qu'on pit
en observer la durée pendant les oscillations. Sans.



( 102)

I'influence du frottement pendant le choc, la bille
eit pris un mouvement d’oscillation qui n’eit rien
changé a la rotation existante avant le choc; mais
I'effet de ce frottement produisant, outre la percus-
sion normale passant par le centre de gravité, une
percussion tangentielle, il en résultait une modifi-
cation dans la rotation.

Soit MW la quantité de mouvement imprimce par
le choc a la bille en ayant égard au frottement, et
¢ l'angle de frottement; MW sin. ¢ sera la quantité
de mouvement due au frottement; son rapport avec
la quantité de mouvement normale au point de choc
ou MW cos. ¢, sera tang. g; c'est cette tangente que
I'on désigne par f.

En appelant 4 la hauteur dont la bille s’est élevce
dans ses oscillations, on aura

W =agh.
En appelant 0 la différence des vitesses angulaires

avant et apres le choc, et R le rayon de la bille, on
aura pour la rotation

2 Ra = Wiin. .
Ainsion a
. :Ra
sin. ¢ = .
| 28h

Dans les expériences qu'on a faites, on avait
R = 0,025; la bille ayant ¢été choquée de maniére
qu’elle s'élevait de & = 0,25, on avait détruit par Ie
choc une vitesse angulaire d’'un tour par seconde,
ainsi on avait Q = 2x. La valeur de sin. ¢ est donc

sin. ¢ = 0,028,
dou
tang. = 0,028.
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Ainsi le coefficient f de ce frottement est de 0,028. .

Le frottement des billes n'ayant donc qu'une trés-
petite valeur, nous examinerons d’abord les effets
du choc quand on néglige ce frottement.

On sait que si I'on suspend des billes a des fils
elles présentent dans leur choc les circonstances dues
a une élasticité presque parfaite : ainsi on peut I'ad-
mettre dans la pratique du jeu avec une trés-grande
approximation. Du reste, si'on voulait tenir compte
d'un défaut d'élasticité, nous dirons plus loin ce
qu’il faudrait faire, en méme temps que, pour com-
pléter la théorie, nous considérons le frottement des
billes. Mais , nous le répétons, ces g€ux influences
peuvent étre négligées ordinairement : nous allons
donc commencer par en faire abstraction.

Prenons d’'abord le cas ordinaire du jeu ot la bille
mobile, ayant recu un coup de queue horizontal,
marche en ligne droite avec les élémens du mouve-
ment déterminés dans le chapitre précédent.

En représentant par MD (fig. 6) la distance y par
courue par la bille depuis son point de départ M, et
par MC la vitesse W _qu'a prise son centre sous le
coup de queue aumoment du choc; les vitesses W de
translation du centre et w de rotation du centre de
percussion sont représentées par les lignes AD et AH.

L'effet du choc, en raison de 'élasticité des billes,
est, comme on sait, de produire entre des masses
égales un échange des vitesses normales des centres.
Aiusi la bille du joueur perdra la vitesse normale
au point du choc, et ne gardera que la vitesse tan-
gentielle. )

Soit ¢ I'angle que fait la tangente au point de choe
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avec la direction du mouvement de la bille avant le
choc, c'est-a-dire avec la direction de la vitesse W
et de la vitesse w qui, avant le choc, se compte sur
la méme droite, soit en sens opposé, soit dans le
méme sens.

Aprés le choc, si 'on néglige le frottement entre
les billes, la rotation ne sera pas changée; w con-
servera la méme grandeur et la méme direction; mais
la vitesse W sera changce en Wsin. ¢, et sera dirigée
danslesensde latangente horizontaleau point de choc,
c’est-a-dire qu’elle fera avec la direction de W avant
le choc un angle . Ainsi, en représentant dans la
(fig-11) la vitesse W avant le choc par AD, cette vitesse
apres le chioc deviendra la projection AB de AD sur la
direction de la tangente au point de choc. En se re-
portant donc a la construction de lafigure 1, on aura
(fig. 11) tous les élémens du mouvement de la bille
aprés le choc, en partant des vitesses initiales AB et
AH. Cette dernicre vitesse AH, dans le sens ou elle est
portée ici, est celle du centre de percussion inférieure.

SiI'on veut discuter les changemens dans la marche
de la bille lorsque les vitesses AD et AH restant les
mémes au moment ou le choc commence, on sup-

« T . 1 .
pose que l'angle ¢ varie de — a o, cest-a-dire que la
2

bille du joueur vienne toucher la bille adverse plus
ou moins loin du point d’arriére; il suffit alors de
tracer un cercle sur AD == W comme diamétre. Si
I'on regarde ce cercle comme représentant 'équateur
horizontal de la bille adverse, que T soit le point
\ [} . \
ou le choc s'est fait; on menera la corde AB perpen-
diculaire au rayon RT; cette corde sera en grandeur
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et endirection la vitesse initiale de translation aprés
le choc, c'est-a-dire la premiére tangente & la para-
bole décrite par la bille. En se servant ensuite de la
vitesse AB et de la vitesse AH, et de son opposée
AF = : AH = W_, on construira tous les élémens
du mouvement aprés le choc.

Ainsi, la direction de la vitesse finale sera celle
de la sécante mence de H au point B du cercle. Pour
avoir le point par lequel doit passer la marche
finale qui est paralléle a cette sécante HB, on ré-
duira les distances FA et FD d'un septiéme a par-
tir des points A et D; sur la longueur restante D'A’
comme diamétre, on décrira un cercle; le rayon
vecteur mené au point M ot FB coupe ce cercle,
contiendra le point cherché.On tracera autour de A,
comme centre, un arc de cercle d'un rayon égal
a fg oua 2°,45; on tirera le rayon AJ parallcle a
FB; puis, par le point I ou ce rayon rencontre HB,
on meénera IL parallcle a JM, et le point L sur AM
sera Pextrémité dc la parabole décrite par la bille
avant qu'elle suive la droite LV dans sa marche finale
a partir de ce point L.

Quel que soit le point ou le choc se fasse entre
les billes, la direction de la marche finale étant tou-
jours celle de la sécante HB, partant du point fixe
H, cette direction ne variera que dans une certaine
amplitude quand le point H sera extérieur au cercle,
c’est-a-dire quand la rotation sera directe, et qu’ainsi
AH, qui est la vitesse du centre de percussion infé-
rieur, devra se porter du cot¢ opposé a W ou AD.

SiT'on appelle ¢ le plus grand angle de déviation
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de la marche finale par rapport a la direction AD de
la vitesse W avant le choc, on aura
W w
Wrw ~ Wiaw'

sin. y =

Et en méme temps I'angle ¢, qui détermine le point
ot le choc doit se faire pour avoir cette déviation,

sera donné par
P =1 (:-;—\!' )

w
W+aw'

ou par

cos. 29 =sin. y =

Si au moment du choc la rotation est rétrograde,
et qu'ainsi AH se porte du cé6té de AD, ce qui échan-
gera les positions des points F et G, comme on le voit
dans la figure 12; alors la direction finale partant
d’un point intérieur H au cercle, prendra toutes les
directions. La bille reculera dans sa marche finale,
sile point Best en dessous de la perpendiculaire a AD,
menée par le point H. Le cercle sur lequel se trouvent
les points M, lequel a pour diamétre A’D’, sort alors
du cercle qui a AD pour diamétre.

Du reste, la construction du point L, extrémité de
la courbe et commencement de la marche finale par
lequel on doit faire passer la droite finale LV, se fera,
comme on le voit dans la figure 12, en suivant I'ana-
logie avec la figure 11.

La condition pour reculer lorsque le mouvement
de rotation sera rétrograde, sera évidemment

W cos.29 <<w, ou cos. 9 < V %

La vitesse W du centre, et la vitesse w du centre
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de percussion, se trouvent toujours par la figure 6 .
pour chaque point de la course de la bille.

A mesure que la bille avance, les points D et H doi-
vent rester fixes. Si elle n'est pas arrivée a son état
final, le point A s'approche de D et s’écarte de H. Si
la bille a commencé par avoir un mouvement rétro-
grade, ce qui suppose qu’on I'a frappée avec la queue
au-dessous du centre, le point A se trouve d’'abord en
deca de H, puis il avance, et lorsqu'il passe sur H, la
bille est a I'état de glissement, et alors il n’y a pasde
courbe décrite apreés le choc. '

On peut dans la figure 6 reconnaitre de suite dans
quelle direction marchera la bille du joueur apres le
choc au point D de sa marche. Pour cela on tracera
sur AD un demi-cercle; on le prendra d’abord pour
représenter I'équateur de la bille adverse, et le point T
pour le point de choc, cet équateur A étant pris
pour son point d’'arriére; on prendra 'arc AB égal au
doublede AT, et en joignant le point H ot AD coupe
I'horizontale PE, avec le point B; la ligne HB don-
nera la marche finale de la bille. On verra donc ainsi
quel écart on peut donner au point de choc T pour
pouvoir reculer aprés le choc.

Sil'on choque a I'état de glissement, il n’y a plus de
rotation pour le centre de percussion, et 'on a w =o0;
A et H de la figure 6 se réunissent en E, alors la bille
mobile ne se dévie pas de son état initial apres le
choc; elle suit la tangente au point de choc sans dé-
crire de courbe.

Quand on choque a I'état final, cest-a-dire au
dela du point Q, figure 6; alors on a AH=17; AD, ou
w=12W:les points F et D de la figure 11 tombent
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en D; la construction devient celle de la figure 13;
I'angle ¢ de la déviation maximum est donné par

sin, ¢ = w =
: Wiaw 9’
ce qui répond a
¥ = 33°— 44’

Comme cos. 2 9 = sin. ¢ == 3, on aura

‘/1+cos. 29
COos. 9 = -—2—-—':

ou _
) cos.9 = 3 V'7;
ce qui donne
\ ¢ =620—54. °
Dans ce cas de la déviation maximum, la distance
ou lavitesse W du centre de la billedu joueur passe du
centre de la bille adverse, étant 2 R cos. ¢, elle devient

2 R cos 9 = 0,946 R.

Cerésultat montre que quand le choc se fait aI'état final
de la bille du joueur, pour que cette derniére se dévie
du plus grand angle possible aprés le choc, c’est-a-dire
de 33°, il faut que son centre se dirige a trés-peu prés
vers le bord apparent de la bille adverse.

Sil'on veut avoir I'expression de la plus courte dis-
tance = de la droite finale au centre A, toujours pour
le cas o1 le choc a lieu dans I'état final et ou Pangle ¢
de la déviation est le plus grand, on aura par la for-
mule du premier chapitre

W, W

a

a . . w
r = 'sm.(-—)oublen.= — sin. J.
T 0 fe v "=
Ici, il faut prendre
sin. y =3,
w=3:W,

W, =Wcos.9=W‘%,
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ce qui donne & trés-peu pres

r o= - we
= I7 ;Tg’
c’est-a-dire dans la figure 6
T = T'i' ﬁK-.
Si I'on se rappelle que 'on a pour T'état final
l
W = _ Wl lT,

W, étant la vitesse du centre a I'instant du coup de
queue; on aura a trés-peu preés

L (vg)

T afg

SiI'on prend les plus grandes valeurs de W, répon-

T =

1 W : 9 .
dant At = 2,50, c’est-a-dire pour un trés-fort coup

de queue, et si I'on suppose /=R ; on a en métre
T = 0,27.

Cette valeur de =, quirépond a la plus grande dé-
viation, peut étre regardée sans erreur sensible
comme la valeur maximum de cette distance a cause
du peu de variation du facteur W, sin. ¢ dans le voi-
sinage du maximum de .

On peut remarquer que si le choc se fait lorsque la
vitesse de rotation du centre de percussion supérieur
étant dirigée dans le sens de la vitesse W, ona w —

V—V Alors dans la figure 11 le point F tombe au centre

du cercle dont AD est le diamétre. Dans ce cas, comme
FBest constant pour toutes les positions du point de
choc, la droite finale LV part d’'un point pris &4 une
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distance fixe sur AH, et le point L, extrémité de la
parabole, se trouve sur un cercle dont le sommet est
en A.
Quand le choc se fait avant que la bille ne soit a
I'état de glissement, c’est-a-dire quand elle est a I'état
de rotation rétrograde, la bille reculera d’autant plus

, . w
pour un méme point de choc, que le rapport y sera

plus grand. Cerapport sera d’autant plus grand, qu’on
sera plus prés du point de départ A, comme on le voit
dans la fig. 6. En clxo(! uant prés du point de départle
N —
"R
au point le plus bas ot I'on puisse frapper sans que
la queue cesse de quitter la bille aprés le choc : ce
point a été trouvé, dans le chapitre précédent, ré-

w ’ h . !
rapportv—v est égal a ,dont le maximum répond

—

pondre a = 0,60, ce qui donne /=o0,40 R.

R
En partant de cette valeur de /, voyons ce que de-
vient la perpendiculaire .

Ona

_ wW,sin. ¢

Y7
Le maximum de sin. { pour tous les angles ¢, c’est-a-
dire pour toutes les positions du point de choe sur
la bille adverse, est Funité. A cette valeur répond
a trés-peu pres le maximun de », & cause du peu de
variation de W. vers le point qui répond A sin. ¢y =1.
Pour/=o,40R,0ona w=—0,60 W,
et par suite

W. = 2,15W,
d'ou I'on tire que le maximum de = est trés-prés de
® = 0,36 -‘—vl .

afg
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Or, on a vu, au chapitre III, que quand on donne le
coup de queue a 0,60 au-dessous du centre, on a, pour
la vitesse du centre comparée a la vitesse W, que
prendrait la bille si le méme coup de queue était
donné au centre,
W, = 0,50 W,.
Ainsi on aura pour la valeur approchée du maximum
de =
W
* = 0,09 -2‘/—.3,
pour un fort coup de queue on a
Wa
/g
Ainsi on a a peu preés,

= 10,00.

® = 0,90,
2

Pour un coup de queue ordinaire qui répond a ;va?

==4,80, on aurait a peu prés
' ® = 0,43.

On voit donc que, lorsqu’on recule aprés le choce, cir-
constance ot les courbes sont les plus prononcées, la
distance = est assez grande.

Quant au mouvement de la bille adverse par suite
du choc, lorsque 'on néglige le frottement entre ces
billes, il n’y a aucun calcul a faire pour le déterminer:
il est clair qu'il se fera teujours dans le sens de la
normale au point de choc et avec une vitesse de trans-
lation du centre quisera W sin. ¢. La vitesse de rota-
tion de cette bille sera d’abord nulle, et elle deviendra
# W sin. ¢ quand elle sera & son état final.

DEUTSCHES MUSEUM
BIBLIOTHEK
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CHAPITRE IV.

Des effets d’'un deuxiéme choc entre deux billes, a2 une petite
distance d’'un premier choc.

Si 'on veut examiner ce qui arrivera si la bille du
joueur, aprés avoir choqué une premiére bille vient
en choquer une deuxi¢me avant qu'elle ne soit a I'état
final, et pendant qu'elle décrit encore une courbe,
conséquemment pendant que les vitesses W et w sont
non-seulement différentes en grandeur, comme nous
lavons déja supposé dans les problémes précédens ,
mais encore différentes en direction; il suffira de se
reporter a la construction générale du premier cha-
pitre, en employant pour W et w les valeurs qui ont
lieu a l'instant de ce deuxi¢me choc. Or, si I'on sup-
pose d’abord que la deuxiéme bille choquée est assez
pres de la premiére pour que les élémens W et w de
la bille du joueur n’aient pas changé sensiblement
entre le premier et le deuxiéme choc; il suffira de re-
marquer que lorsqu’on néglige le frottement pendant
le choc et I'imperfection de I'élasticité, comme cela
peut se faire pour des billes ordinaires en bon état,
alors la direction dela vitesse de rotation AH (fig. 15)
du centre de percussion inféricur n’éprouve pas de
changement. La vitesse W, avant le deuxiéme choc,
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devient la corde AB menée perpendiculairement au
rayon RT, qui va au point du premier choc T; le
cercle ATB représentant I'équateur horizontal de la
bille.

Pour représenter toutes les marches de la bille du
joueur aprés le deuxi¢me choc , lorsque tout restant
de méme, ce sera seulement le point de ce deuxiéme
choc qui changera, on décrira sur AB, comme dia-
métre, un cercle qui représentera d’'abord I'équateur
horizontal de I'autre bille; on tirerala corde AB’ per-
pendiculaire au rayon R'T" mené au point de choc T
sur cette deuxiéme bille, et HB' sera la direction
de la marche finale de la bille du joueur. Il ne restera
plus qu'a avoir le point L, extrémité de la courbe dé-
crite, point par lequel il faut faire passer la paralléle
a HB' pour placer la marche finale dans sa véritable
position Pour cela, on fera comme on l'a indiqué au
premier chapitre.

Le point H devant étre toujours pris a la dlstance
AH=w du point A au moment du premier choc, il
sera facile de reconnaitre dans quelles limites peut
varier la direction finale aprés le deuxiéme choc lors-
qu'on fait varier la position du choc, soit sur la pre-
miére, soit sur la deuxiéme bille. Si le point de choc
varie de position sur la deuxiéme bille, les directions
finales seront limitées par les deux tangentes menées
du point H au petit cercle décrit sur AB comme dia-
metre. Lorsque le point H deviendra intérieur a ce
petit cercle, la bille prendra toutes les directions pos-
sibles dans sa marche finale.

Si I'on fait varier le point de choc sur la premiére
bille, et en outre sur la deuxiéme; alors les marches
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finales pourront encore étre limitées par les tan-
gentes extrémes menées & la courbe enveloppe du
petit cercle mobile décrit sur les cordes successives
AB, comme diamétre ( fig. 16 ).

Pour avoir I'équation de cette courbe enveloppe,
désignons par « et 8 les coordonnées du centre du cer-
cle mobile, lequel centre est aussi surun cercle ; nous

aurons, en appelant R son rayon qui est égal a ZZ.
(A) @+p —afR=o.

L'équation du cercle mobile est, en posant pour
abréger, =" + y' =9¢',

(B) ax+fy = -:—,
on a donc
xda+ ydf = o,
et
adz+ (—R)dp =o,
'y A i . 19 . dp
d'ou I'on tire en éliminant M

ay —Br=— Rz,
et comme on a
P

ax + po’ = ;—,
on obtiendra ainsi les valeurs de « et de 3 au moyen
de ces deux équations; elles sont données par

P

T2’

4
=

pla=—Rzxy+
Pe= R+

Ensubstituant dans I'équation (A) aprés I'avoir multi-
pliée par /', on trouve
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Ay Fr\* FAYE
(ny— -;) + (R.zﬂ+ T) —nnpa(nx'-;- —2-) =o.

En développant cette équation, elle devient, aprés
avoir 6té le facteur /', et aprés avoir remplacé * par
P’ .—j‘ ’ p! L]

(;—By) = R P’
ou en extrayant la racine et ne prenant que le signe
positif, le seul qui se rapporte a I'enveloppe cherchée;
ona
aR (p+y) =p

Cette équation donnerait un moyen facile de con-
struire la courbe par point. Mais il suffit ici de re-
marquer qu’elle est une épicyloide engendrée par un
cercle d'un rayon égal a Roua ¥, qui roule autour
d’un cercle égal, ayant son sommet en A et son centre
sur AD ( fig.16).

Eneffet, I'équation de cette épicyloide s’obtient en
€liminant l'angle ¢ entre les deux équations

x = aR sin. ¢ + Rsin. a2y,
Y —R = 2R cos. 3 + R cos. 2 g.

Or, elles deviennent, en mettant pour sin. 2¢ et
cos. 2¢ leurs valeurs

L =sin + sin. ¢ cos
SR e . 9 cos. ¢,

g

=cos. ¢ + cos.2 ¢,
ce qui donne,
x
tang. ¢ = — ,
d'ou, en posant toujours, ' = x* + 5

s$in. 9 = N

SRl

cos. ¢ =
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Mettant la valeur de cos. ¢ dans I'expression de y, on
aura, en divisant tout par y,

2R(p+y) =g,

équation toute semblable & la précédente. Ainsi cette
épicyloide est bien I'enveloppe du cercle mobile.

Par la construction connue de la tangente a I'épi-
cyloide, on trouverait facilement que quand la rota-
tion est directe au moment du premier choc, la plus
grande déviation finale § qui puisse résulter de deux
chocs successifs est donnée par

3w 3w

sin. y = Wiiw Y Wigw

Quand la bille du joueur est a I'état final, le plus
grand angle de déviation résultant de deux chocs
successifs est de 51° 34'; c’est ce qui résulte de l'ex-
pression ci-dessus en y faisant w =31 W.

On voit par la figure 15 que lorsque le premier choe
se fait avec une vitesse de rotation rétrograde, c'est-
a-dire lorsque le point H doit se porter en H' du
c6té de D; sice point H tombe en dessus du point
Q ot le petit cercle coupe 4 'AD, cest-a-dire ou
tombe la perpendiculaire BQ, abaissée de B, ce qui
revient & la condition pour reculer aprés le premier
choc dans l'état final; alors, le point de choc
sur la premiére bille restant le méme, si 'on fait
varier le point de choc sur la deuxiéme bille, les
déviations finales aprés le deuxiéme choc sont com-
prises entre les tangentes extrémes menées par ce
point H' a ce petit cercle.

Si dans ce méme cas le point de choc varie sur la
premicére bille adverse, alors il n’y a pas de limites
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aux directions finales ni aprés le premier choc ni
aprés le deuxi¢me. '

Si la deuxiéme bille adverse, au lieu d’étre tres-
pres de la premiére s’en trouvait assez distante pour
que dans le trajet de I'une a l'autre les élémens, tels
qu'ils existaient aprés le choc, eussent pu changer
sensiblement, alors la vitesse AB—="W cos. ¢ devrait
se changer en AB' (fig. 17), et les vitesses AF et AH
devraient se changer en AF' et AH'. On peut voir, soit
par la construction de la figure 3, soit dans I'exposé
préliminaire, i 'explication des fig. 56 et 57,58 et 59,
la maniére d'obtenir-la valeur et la direction de ces
vitesses AB’, AH' et AF' & l'instant du deuxiéme choc.
Ayant ces élémens, on décrira un cercle sur AB' comme
diamétre, on reportera le point H en H’ sur la droite
HH' = BB/, parall¢le a BF, et en menant de Y’ les
tangentes extrémes au cercle décrit sur AB' comme |
diamétre,onaura ainsi leslimites des déviations finales.

Si dans ces constructions on voulait avoir égard
a une petite imperfection dans I'élasticité des billes,
on procéderait comme on va l'expliquer dans le cha-
pitre suivant , pour un premier choc. Le cercle ADB
(/fig- 18) devrait d’abord étre remplacé par le cercle
un peu plus petit A'B'D, partant du méme sommet D;
ABdeviendrait AB". Ensuitele petit cercle au lieud'étre
décrit sur AB' comme diamétre, lé serait sur A"B égal
a (1—a) AB'; a étant le coefficient qui exprime la
fraction de la vitesse normale conservée par la bille
du joueur aprés le choc, ou bien a trés-peu pres,
comme on le fera voir au chapitre suivant, la por-
tion de la force vive perdue par le choc des billes.
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La méme modification s'applique au cas d’'une l¢é-
gere inégalité dans les masses : seulement si c'était
la bille du joueur qui fit la plus légeére, la correction
BB’ devrait se porter en sens contraire, en sorte que
le cercle A'BD au lieu d’étre plus petit deviendrait
plus grand que le cercle ABD.
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m
CHAPITRE V.

Du choc de deux billes, en ayant égard au frottement entre les
billes pendant le choc, au défaut d'élasticité et a l'inégalité
des masses.

Biex que I'on puisse regarder les billes comme élas-
tiques dans leur choc entre elles ; cependant, comme
cette qualité peut ne pas étre aussi parfaite dans cer-
taines billes, on peut, pour compléter la théorie,
prévoir le cas d'un défaut d'élasticité. Ce que nous
dirons s’appliquerait avecla méme facilité a I'inéga-
lité de masse des deux billes, puisqu’elle produit des
effets tout analogues.

Lorsque les billes ne sont plus parfaitement élas-
tiques, la bille du joueur, au lieu de prendre toute la
vitesse normale, en conservera une partie, et, en ad-
mettant que la perte de force vive dans le choc reste
en rapport constant avec la force vive avant le choc,
il en sera de méme de la vitesse normale qui, étant
avant le choc W sin. ¢, deviendra aprés « Wsin. g;
« étant un trés-petit coefficient dont la valeur est

a==1— Vl——ne),
ou a trés-peu prés a = 0.

9 désignant la perte de force vive qui a lieu dans le
choc. '
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La vitesse de la bille du joueur apres le choc, au
licu d’étre w cos. ¢, sera la résultante de w cos. get de
a wsin. . Or, il est facile de voir que si on prend sur
AD un point A’(fig. 14) & une distance AA'= o'W,
et qu'on décrive un cercle sur A'D comme diameétre;
il suffira, pour avoir égard au défaut d’élasticité, de
subslituer ce cercle A'B'D au cercle ABD, et de faire
toutes les constructions comme dans la figure 11. En
effet, AB scra alors la vitesse résultante de AB —.
W cos. ¢ et de BB'=a W sin. q.

On voit donc que le défaut d’élasticité entre les
billes aurait pour effet de diminuer les angles queles
directions finales font avec la vitesse ADavantle choe.

Le cercle ABD de la figure 6 doit aussi étre dimi-
nué et I'extrémité A du diamétre AD doit s'abaisser
un peu.

S'il s'agit non pas d’un défaut d’¢lasticité , mais d’iné-
galité entre les masses des billes ; alors si c'est la bille
du joueur qui est la plus pesante et que son poids dé-
passe l'autre d’'une fraction « assez petite pour qu'on
néglige «'; on aura apres le choc

BB = a Win. g.

Si « est négatif, c’est-a-dire si la bille du joueur est
la moins pesante, on prendra BB (fig. 14 bis) dans
'autre sens et on aura toujours

BB = — « Wsin. o,

alors le point A’ dans ce dernier cas est hors de AD et
le cercle A'B'D enveloppe le cercle ABD.

Nous avons dit qu'on pouvait ordinairement né-
gliger le frottement qui a lieu entre les billes pendant
le choc; cependant,, comme cela ne se peut plus dans
certains coups, et comme d'ailleurs toutes les billes



(121)

ne sont pas également polies, et qu'il y en a sur les-
quelles ce frottement est plus sensible : nous allons
le considérer dans ce chapitre. Les formules et les
constructions que nous établirons nousserviront d’ail-
leurs, avec de trés-légéres modifications, pour le choc
contre la bande, ou le frottement n'est jamais négli-
geable. :

Entenant comptedu frottementdesbillesentreelles,
nous pourrons tout-a-fait négliger celui qui se pro-
duit sur le tapis aux points d'appui des billes pen-
dant le choc, puisque celui-ci ne peut résulter que de
la composante verticale de la quantité de mouvement
produite seulement par le frottement entre les billes,
lequel est fort petit d’aprés les expériences que nous
avons rapportées précédemment. Nous négligerons
aussi, a plus forte raison, la trés-petite vitesse verti-
cale que les centres des billes peuvent prendre par
effet de ce frottement, cet effet étant détruit parla
résistance du tapis ou rendu insensible par le poids
des Dbilles qui les raméne de suite contre le tapis
qu’elles ne quittent méme pas.

Occupons-nous d’abord de I'effet du frottement en
général dans le choc de deux sphéres. Posons les
équations de mouvement de chaque sphére, et pla-
cons d’'abord le plan coordonné des z, x, paralléle au
plan tangent au point ou se fait le choc; ce qui est
toujours possible si 'on admet que pendant la duiée
du choc ce point ait trés-peu changé de place.

Désignons par @ la force qui se produit au contact
par l'eflet du frottement; cette force agit dans la di-
rection de la vitesse relative. Donnons aux quantités
U, V, p, 9, r les mémes significations que précédem-
ment pour une des billes ; nous y ajouterons la vi-
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tesse S dans le sens de I'axe des z. Distinguons par
U, V', S, p, ¢, r les quantités analogues qui se rap-
portent a l'autre bille. En mettant des 1 au bas de
toutes ces lettres, nous désignerons ce que sont ces
quantités a I'instant ot le choc commence. Représen-
tons encore par XYZ les composantes de la force au
contact, Y et Z se rapportant au seul frottement @,
et X a la pression normale.

Prenons les coordonnées positives du méme cété
pour les deux billes, et remarquons que la force qui se °
développe par le choc sur une des billes, y compris le
frottement,agit égalementet en sens opposé surl'autre;
nous aurons, en vertu de cette réciprocité de la force,

dU du’
dv VA'M
Mor=—Y=—M—-
dS ds'
MZE=—Z=—M_,

ce qui donne
U+U =0, 4 U/,
A) V+V =V, +V,
S48 =S, + 8§/,

En raison de ce que le point ou se fait le choc se .
déplace trés-peu pendant sa durée, et reste ainsi sen-
siblement 4 la méme place par rapport aux plans co-
ordonnés, on aura pour les momens '

S$MR'dp=o 1 MR dp’ = o,
3 MR' dg = — RZ : MR* d¢’ = + RZ,
: MR'dr = + RY : MR* dr = —RY,
ce qui donne
p+p =p+p,
(B) g+9d=q+4q.,
, r+r =r+r.
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En éliminant Z et Y entre les équations différentielles
et intégrant, on trouve

i R (P_ P:) = o,
R(q_q.)——"s""s’
R (" - rl)‘ = (v——vl)'

©)

win ale

et
R (P,_P.’) =0,
(D) iR (q'—q:' =—(§—8/),
sR(F—r)=V —V,.
Cestrois derniéres rentrent dans les neuf précédentes.
Remarquons que dans les équations des momens
on doit ne prendre pour Z et Y que les composantes
du frottement , puisque la force normale a un mo-
ment nul. Remarquons encore que ce frottement agit
dansla direction de la vitesserelative ; ainsi,les compo-
santesdu frottement quiagitsurla premiére billeseront
_ (V+Rr —V —Rr) .
VVER—V —R/y+(S—Rg—S +Rgy
PO 554 VI S V) .
VIV+Rr—V —R¢/)+(S—Rqg — S +Rq')
ou en désignant pour abréger par ¢ le radical qui
exprime la vitesse relative du frottement
y— (V+Rr —V R
= 5
Z = (S'—Rll'a-s +Rq') °.
Prenons maintenant les équations qui se rapportent
al'unedes billes , on aura pendant le choc

®,

dU
Mg=—X
dS _ (S—S'—Rg+R¢g)
(E) M '2‘— = e ? o,
M ﬂ - (V—V' 4+ Rr—Rr) o

dt 0



(124)
ou en divisant les deux derniéres équations 'une par
Pautre
dv ds
V—V +Rr—RrF_ S — 8 — Rg + Ry~

Or, a cause des neuf relations linéaires (A, (B), (C)
entre les douze inconnues U, V, S, U, V, §,p,q, r,
P ¢, 7, le dénominateur de dV deviendra une fonc-
tion linéaire de V, et celui de dS une fonction linéaire
de S; ainsi, cette équation différentielle s’intégrera
par logarithme, et, en passant aux nombres, elle
établira un rapport constant entre les dénominateurs
pendant la durée du choe. Comme ceux-ci sont pro-
portionnels aux cosinus des angles que le frottement ¢
fait avec les axes, il en résulte que ce frottement
conserve une direction constante pendant la durée du
choc.

Cette proposition facilite beaucoup l'introduction
du frottement dans le choc des billes , puisqu'’il suffit,
pour avoir sa direction, de la prendre a I'origine du
choc.

Nous allons maintenant considérer ce frottement
- dans le choc d'une bille en mouvement contre une
bille en repos.

Nous appellerons toujours W la vitesse du centre
de la bille en mouvement, et ¢ l'angle que fait la
direction de celte vitesse avec la tangente au point de
choc. '

La direction du frottement sur le plan tangent se
déterminera comme nous avons déterminé celle du
frottement sur le tapis. 11 suffira de se rappeler que
les quantités Rp, Rg, Rr peuvent étre considérées
comme les projections sur les plans coordonnés des
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vitesses de rotation des points situcs sur des grands
cercles paralléles a ces plans. Prenons pour axe des y
la direction de la tangente au point du choc, c’est-a-
dire celle de Ja vitesse W cos. ¢ du centre de la bille,
inmédiaternent aprés le choc.

La vitesse de rotation du point ou se fait le choc,
en la considérant comme étant sur 'équateur horizon-
tal, sera en projection horizontale Rr;et la vitesse
derotation du méme point, en la considérant comme
située sur un méridien vertical passant par le point
de choc, c'est-a-dire perpendiculaire a la tangente
horizontale en ce point, aura pour composante ver-
ticale, en la prenant positivement de bas en haut,
— Rgq.

Ainsi, en posant pour abréger

o = V(Rr+ W cos. ¢)" +(Rgq),
o = V(R7 + R'g’,
langle « que fait la vitesse au point de choc avec la

direction de la vitesse W cos. ¢ tangentielle et ho-
rizontale en ce point, sera déterminée par

cet angle « sera pris positivement quand il se comp-
tera en dessus du tapis.

Nous désignons ici par £’ le rapport entre le frot-
tement et la quantité de mouvement qui se produit
au contact. ,

L'effet du frottement sera de produire sur le centre
de la bille une vitesse horizontale

— f'Wsin.¢ cos. a,
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opposée a la vitesse W cos. ¢, et une vitesse ver-

ticale
— fWsin. g ns. a

Nous ne considérerons pas cette derniére, vu que son
effet ne peut étre sensible sur le mouvement horj-
zontal. D'ailleurs on verra au chapitre VIII que cette
vitesse verticale ne change en rien la direction de la
marche finale, et qu'en tous cas, on peut déterminer
son influence sur la courbe décrite.

Le frottement produira en outre des momens de
rotation qui seront : autour de I'axe des z

— f' W sin. g cos. « R;
autour de l'axe des y paralléle a la vitesse W cos. 9
+ f' W sin. ¢ sin. « R.
La vitesse W cos. g conservera sa direction et deviendra
W cos. g — f'w sin. ¢ cos. «,

et les quantités ; Rp,: R'g, : R'r, qui sont les mo-
mens des vitesses de rotation autour des arcs , devien-
dront aprés le choc
R’p,
R'q + fR W sin. ¢ sin. a.
Rir—fR W sin. ¢ [cos. a.
Ainsi, en appelant W' et Rp’, R¢', RV, les élémens qui
ontlieu aprés le choc, on aura

wiv @ajy ole

W'=W008-9—_/’Wsin.9cos.¢,

i Rp'=;Rp,

it Ry = 3 Rg + f" W sin, gsin. «,

R/ =3 Rr—f'W sin. ¢ cos. a.
Si I'on pose pour abréger

S'w lin.,:.-p,
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les équations ci-dessus deviennent

W = W cos. ¢ — f cos. a,

s Rp'= 3 Rp,

3 R¢ =3 Rg +Bsin. a,

i RrY= % Rr—Bcos. .
Silon désigne par u et ¢ les composantes de la vitesse
du centre de percussion supérieur, on aura

) v =3 RP.

SiI'on distingue par des accens les valeurs de u et de ¢
apreés le choc, il viendra

W = u—fsin. «,

vV = v;
et toujours

W' = W cos. ¢ — Bcos. «.

En introduisant dans sin. « la relation — » = : Rq,

et dans celle de cos. « la valeur Rr= — : R

a lieu aprés un coup de queue horizontal ; on aura, en
signes et en grandeurs, les égalités

qui

. u
sing =% =,
(2]

h
wcos-’—%w'B:

COS. a = »
[

et

o= \/(%u)‘+ (W cos. 9 — { W, %')’-

alaide de ces valeurs, de celle de 8, qui est-
B ==f' W sin. Py

de celles de W', «' et ¢/, qui sont
W = W cos. ¢ — B cos. a,
¥ = u — B sin. a,
v = v.
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il est facile de construire tout ce qui se rapporte a la
marche de la bille aprés le choe.

Si I'on avait la longueur § et I'angle &, il suffirait de
diminuer W cos. ¢, ou AB (fig. 19) de 8 cos. «, dimi-
nution qui se change en augmentation quand cos. «
est négatif; et de modifier AH de maniére que sa
projection v sur AB ne changeat pas, et que sa projec-
tion u sur la perpendiculaire 3 AB diminuat de g sin. a.
Comme sin. « a le méme signe que u, il s'ensuit que
ce sera toujours une diminution qu'il faudra faire su-
bir a la grandeur de u«, quel que soit son signe.-

Il reste donc a examiner comment on construira
sin. a et cos. a.

D’abord, sile choc a lieu aprés un coup de queue
horizontal et avant tout autre choc, la vitesse de ro-
tation w du centre de percussion ¢tant dans la direc-
tion de la vitesse W, ou AD de la figure 20,  u sera
la projection de % w, c’est-a-dire de la vitesse AF de
rotation du point supérieur sur la direction per-
pendiculaire a AB. Ainsi, { u sera la distance entre
le point F et la ligne AB.

Laquantité W cos.qctantlalongueur AB;si I'on porte
sur AB, a partir du point A, une longueur AC égale &
W, % , laquelle est donnée en fonction de & au moyen
de la figure 8 lorsque /=R, et si 'on a soin de porter
cette longueur du coté de B si / est positif, et du coté
opposé si A est négatif, c'est-a-dire si le coup de
qucue est donné du c6té opposé a celui ou se fait le
choc sur la bille adverse ; alors la distance de C a
B, en la prenant dans le sens qui va de C vers B,
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c est-a-dire négative si le point C tombe au dela de B,
sera toujours égale en grandeur et en signe a

Weos.og —2 W, Rh

Ayant les deux quantités ; u et W cos. ¢ —

h . . .
=W, & qui forment les numeérateurs de sin. « et cos. «,

il est clair que'angle « sera celui que fait avec AB une
ligne CK allant de C vers le point K, pris sur la per-
pendiculaire BD a AB, a la méme distance de AB que
le point F, c'est-a-dire sur le pied de la perpendicu-
laire FK abaissée de F sur DB. Cet angle, en effet,
sera obtus quand cos. « doit étre négatif, et son sinus
aura aussi le signe de «, c'est-a-dire de sin. a.

Sil'on décrit un cercle sur un diamétre DA’ — DA
+ f" DA (fig.20) , qu'on prolonge DB jusqu’a ce cer-
cle, en G; on aura BG= f’ W sin. ¢; cette longueur
BG sera ce que nous avons représenté par f dans
les formules précédentes. Si donc on fait tourner
BG autour du point B de maniére a I'amener en BB”
dans une direction qui de B vers B'l soit paralléle a
celle qui va de K vers C, en projetant BB” en B’ sur
AB, la distance AB' sera la valeur de W aprés le choc,
puisque I'on aura bien

W= AB' = W cos. ¢ — f cos. «,

Vd
et cela, quel que soit le signe de cos. a.

On aura la nouvelle vitesse AH' en transportant le
point H en H, et le rapprochant de AB dans une direc:
tion perpendiculaire, et d'une distance HH' égale a
@sin. «, c'est-a-dire 2 B'B’; puisqu’on aura bien

W= u—fsin. a

9
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On aura donc ainsi les élémens AB' et AH' du mou-
vement de la bille du joueur apreés le choc, en ayant
égard a l'effet du frottement qui s'est produit entre
elles pendant le choc.

On doit remarquer que pour avoir la direction fi-
nale H'B', on peut, au lieu de déplacer les deux points
H et B, conserver le point H; et alors, au lieu d'em-
ployer le point B’ extrémité de AD' pour tirer H'B’, on
se servira du point B”, puisqu'il est facile de voir que
HB" est paralléle a H'B'. .

Si la rotation , au licu d’étre directe, etit été rétro-
grade au moment du choc, et que w eiit changé de
sens, auquel cas le point H eiut ét¢ en dessus de A
du co6té de D, et le point I en dessous; alors il est fa-
cile de voir que la construction devient celle qu'on
voit (fg 21); BB” y est pris égal a BG et paralléle-
ment a la direction de KC. Le point B” est celui qu'il
faut joindre 3 H pour avoir la direction de la marche -
finale de la bille du joueur. On aura séparément les
élémens AB' et AH' aprés le choc, en projetant B’
en B'sur AB, et en déplacant H de HH'= B"B' dans
le sens qui va de B” vers B

La direction finale pouvant étre touj JOU!‘S tracée par
le point H, et le frottement n'ayant sur cette direc-
tion d'autre effet que de transporter Ben B” ;on voit
que ce frottement, quand la rotation est directe et
qu’'on est dans le casdela figure 20, a pour effet d'ac-
croitre I'angle que la déviation finale fait avec AD;
et quand la rotation est rétrograde, comme on le
voit dans la figure 21, de diminuer cet angle. Ainsi
son effet en] général est de diminuer I'angle aigu que
fait la direction finale HB avec la direction initiale
AB, cest-a-dire 'amplitude courbe de la parabole.
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On voit aussi par les figures 20 et 21 comment cet
angle est modifié suivant que le coup de queue est
donné du cété o se fait le choe sur la bille adverse
ou du cété opposé. :

Au lieu de considérer un premier choe aprés le
coup de queue horizontal, comme nous venons de Je
faire, sil'on considére un deuxiéme choe ; alors les vi-
tesses W et w, au moment du second choc , e seront
plus surla mémeligne; elles se sépareront et feront un
certain angle. Cet anglesera DAB de la figure15, si Test
le point du premier choc et si la seconde bille cho-
quée est tout pres de la premiére. Si elle est & une dis-
tance un peu sensible qui permette aux ¢élémens AF
et AD de se rapprocher; on fera d’abord ce change-
ment comme on I'a indiqué au chapitre préccdent ou
Pon a traité de ce deuxiéme choc. Ensuite, pour avoir
€gard au frottement dans le deuxiéme choc , OD N'aura
qu'a employer les constructions précédentes, en y
laissant & AH une direction quelconque. Alorgs,
comme on a toujours

T
sin, a = 1

eiI8

il suffira de prendre toujours pour : & la projection
de : wou AF' (fig. 22) sur la perpendiculaire a AB.
On voit done que la construction de langle « se fera
d’'une maniére toute semblable & celle que nous ve-
nons d'indiquer. '
On ménera FK, paralléle 2 AB, jusqu’a sa rencontre

K avec la corde I'B; en prenant CA—* W% sur AB,

la ligne CK fera I'angle « avec AB. On n'aura plus,
pour obtenir Ieffet du frottement pour toutes les
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positions du point T' du deuxiéme choc, qu'a décrire
Je demi-cercle D'GA’ sur (14 f,) AD’ comme diamétre,
et a faire tourner la partie BG de la corde D'B pour
lamener en BB” dans une direction paralléle et op-
osée a CK. La droite HB" sera la direction de la mar-
che finale de la bille aprés le deuxiéme choc.
Si I'on veut séparément les deux élémens AB', AH'
aprés ce deuxiéme choc, pour tracer la courbe et la
position de la marche finale; on fera comme précé-
demment, on projettera B” sur AB en B, puis on dé-
placera Hd'une distance HH' = B"B’, et dans une di-
rection paralléle a B'B’ en se rapprochant de AB: les
vitesses AB' et AH' seront celles qu'on devra employer
_pour déterminer la courbe décrite par la bille du
joueur aprés le deuxiéme choc par suite de I'effet du
frottement des billes.
En vertu de I'équation posée plus haut,
: R =3} Rr—fcos. a,
ou
RFf = Rr — £ fcos.
On voit que la vitesse horizontale de rotation de I'¢-
quateur horizontal, qui ne s'altére pas sensiblement
pendant le mouvement de la bille sur le tapis, sera
un peu changée par I'effet du choc. Elle aura été portée
dans le sensrétrograde de 2 cos. «, ou de : BB/, si cos.«
est positif, et dans le sens direct si cos. « est négatif.
Ainsi dans le cas ot I'on voudra traiter un deuxiéme
choc contre une autre bille, il faudra alors, au lieu
d’employer AC ( fig.20 et 21), seservir deAC': le point
C ayant étéainsi porté de C vers C' dans ladirection de
B vers B, et d'une quantité CC’ égale aux ; de la dis-
tdnce BB'.
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La bille adverse, immobile avant le choc, marche-
rait toujours en ligne droite en suivant la normale au
contact sans la légére influence du frottement entre
les billes pendant le choc. Pour avoir son mouvement,
eu égard a ce frottement, on remarquera que sa vi-
tesse de translation serait représentée par la corde
BD (fig. 23), et que sa vitesse de rotation serait nulle
8'il n’y avait pas I'influence du frottement. Or, en
vertu de ce que ce frottement sur cette bille adverse
est égal et directement opposé & celui qui se produit
sur la bille du joueur, on aura la marche finale de la
bille adverse en joignant le point D au point B” con-
struit comme dans la figure 20 ; seulement cette mar-
che se dirigera de B” vers D. Si I'on veut, non pas seu-
lement la direction de cette marche, mais la gran-
deur des élémens W et w aprés le choc, pour tracer
la courbe décrite et placer la marche finale, paralléle
a B"D, dans sa véritable position; on prendra B'D pour
la valeur et la direction de la vitesse W du centre, et
B"B’ pour la valeur et la direction de la vitesse de ro-
tation précédemment désignée par AH, c’est-a-dire la
vitesse de rotation du centre inférieur de percussion
ou, si I'on veut, BB” pour la vitesse de rotation du
centre de percussion supérieur.

La construction précédente montre quela direction
finale B’D s'écarte de la direction initiale BD d'un
angle qui est trés-petit par rapport a I'angle déja trés-
petit BDB' de la déviation initiale. Ainsi, il n'y a pas
de courbe sensible décrite par bille adverse par I'effet
du frottement pendant le choc.

Il est clair que l'effet du frottement dansle choc sera
de donner a la bille adverse une vitesse de rotation »-
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ou AH égale i la variation de celle de la bille du joueur
et en sens contraire de cette vitesse. Ainsi, si I'on vou-
lait considérer I'influence de cette vitesse de rotation
dans un choc de cette bille adverse, soit contre une
autre bille, soit contre la bande, ilfaudrait la prendre
rétrograde quand celle du joueur est directe, et la
prendre directe quand celle du joueur est rétrograde.

Lorsque la vitesse w est rétrograde au moment du
choc comme dans la figure 21, la méme construction
s'appliquera a la marche finale de la bille adverse ; elle
sera donnée par la direction de la droite B"D. Dans ce
cas B'D serala vitesse W de cette bille en grandeur et
en direction, et DB’ sera en grandeur et en direction
de la valeur de w, ou la vitesse du centrede percus-
sion de cette méme bille adverse.

Sila bille adverse est choquée par la bille du joueur
peu aprés un premier choc, c'est-a-dire quand les
vitesses W et w font un certain angle avant le choe,
.comme dans la figure 22; la direction finale du mou-
vement de la bille adverse sera donnée par la droite
D'B” de cette figure.

Si I'on veut considérer la vitesse de rotation hori-
zontale Rr de I'équateur horizontal de la bille adverse;
il est clair qu'elle sera égalea 2 B cos. «, ou a : BB/ et
qu’il faudra la prendre en sens contraire de BB,
c’est-a-dire qu'on la portera dans le sens de B’ vers B.

Toutes ces influencesdu frottement sont trés-faibles,
comme on I'a dit, pour des billes bien polies ; mais il
était bon de reconnaitre dans quel sens elles modi-
fient la marche des billes quand les frottemens ne sont
pas négligeables pour des hilles un peu dégradées.
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CHAPITRE VI

Du choc contre la bande, soit directement, soit aprés un autre choc.

Examivons ce qui arrive lorsque la bille du joueur
vient rencontrer la bande, son centre ayant une vi-
tesse W qui fait un angle ¢ avec cette bande, et les
¢lémens du mouvement de rotation étant Rp, Rq, Rr,
en les rapportant a la bande pour axe des y, et en
prenant les x du c6té du hillard.

Pour avoir les élémens du mouvement aprés le
choc, nous desrgnel ons par ¢ un coefficient fraction-
naire numérique, tel que la vitesse normale rendue
par la bande aprés le choc soit représentce par

¢ W sin. ¢.

La quantité de mouvement produite par la bande sur

la bille pendant le choc sera
Wsin. ¢ (1 +¢).

J, étant le coefficient de frottement pendant le choc
contre la bande, la quantité de mouvement due a ce
frottement pendant le choc sera

Si(1+¢) Wisin. g,
Soit pour abré éger f; (1+¢) =f"; cette quantité de
mouvement sera exprimée par

S Wsin, .
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Nous indiquerons plus loin le moyen de déterminer
le coefficient f; par quelques expériences sur le bil-
lard.

D’aprés ces expériences, nous avons reconnu que f;
devait étre pris un peu plus faible que pour le cas de
la simple pression due au poids de la bille dans sa
marche sur le tapis, et qu'il fallait le porter au cin-
quiéme de la quantité de mouvement produite pen-
dant le choc.

En suspendant une bille a un fil et la faisant frap-
per contre la bande o elle arrivait lorsque le fil était
dans une position verticale, nous avons trouvé, par
une série de plus de cinquante expériences pour des
vitesses , depuis 0,20 par seconde jusqu’a 7,00, que le
coefficient ¢ restait assez prés de 0,55. 1l se tient a
0,60 pour de faibles vitesses ; il baisse ensuite un peu
et se réduita 0,50 pour la vitesse de 7,00. La marche
de sa valeur, par rapport aux vitesses, est représentée
sous la figure 33 bis, o la courbe qui est tracée a pour
abscisses les vitesses W du choc normal, et pour or-
données les vitesses rendues par la bande , c'est-a-dire
les valeurs de ¢ W.

Comme, d’aprés les formes des bandes, le point de
choc setrouve a peu preés a la hauteur du centredes bil-
les,la direction du frottement se déterminera par I'an-
gle « que fait la vitesse au point de choc avec la direc-
tion dela bande du co6té de la composante de la vitesse
de la bille dansle sens de cettebande ;on le prendra
positif en dessus du tapis et négatif en dessous. Sin. «
et cos. « s'expriment ici comme dans le cas du choc
de deux billes. Ainsi ¢ étant Pangle que fait avec la

bande la vitesse W de la bille avant le choc, et u étant
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la vitesse de rotation du centre de percussion supérieur
projetée sur une perpendiculaire a la bande, et Rr
étant toujours la vitesse de rotation horizontale des
points de I'équateur horizontal; on aura
W cos. ¢ +Rr

(]

COo8. & =

3
sin. 2 = Rg = *—,
o

w étant ici une abréviation résultant de I'équation

o= V(T up+ (W cos g+ Rr).

En désignant comme a lordinaire les élémens du
mouvement avant le choc par U, V, Rp, Rg et Rr, et
ces €lémens apres le choc par U', V', et Rp’, R¢ et R/,
et prenant pour axe des y oudes V la direction de la
bande du cété de la vitesse avantle choc, et pour
axe des = ou des U positifs la perpendiculaire a la
bande du cété du billard ; on aura

U =—sWsin. g,
V' =W cos. ¢ — f W sin. ¢ cos. «,

et
i Rp =1 Rp,
tRg =12 Rg + " Wsin. ¢ sin. a,
$tRY =31 Rr— f"Wsingcos a,

En introduisant les composantes de la vitesse du
centre de percussion , que nous avons désignées par »
et v, et qui ont avec Rp et Rg des relations

u =—3% Rg,
v= 1 Rp;
on aura .

W = u —~ " W sin. ¢ sin. a,

v =,

:R'Y = 2 Rr— /" Wisin. ¢ cos. a.
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En posant comme précédemment f” W sin. ¢ =8,

on aura
U=—¢« Wsin. ¢,
V = Wcos g — fcos. a,
¥ =u — Bsin. a,
v =y,
R'Y = Rr— £ £ cos. a.

Si 'on avait U'=o0, ces équations rentreraient
tout-a-fait dans celles qui ont donné le mouvement
apres le choc de deux billes parfaitement élastiques;
il n’y aura donc d’autre modification a faire auxcons-
tructions qui ont été expliquées dansle chapitre pré-
cédent, que de donner en plus a la vitesse initiale de
translation de la bille aprés le choc une composante
¢ W sin. ¢ perpendiculaire a la bande et du coté du
billard. -

Ainsi, aprés avoir tracé la direction incidente AD
(fig. 24), on abaissera la perpendiculaire DO a la
bande, on la prolongera du c6té du tapis d’'une quan-
tité OB = ¢ DO; DO ¢tant ici la vitesse W sin. ¢, il
s'ensuit que AB sera la vitesse que prendrait la bille
apres le choc sans I'influence du frottement.

Sile choc a eu lieu aprés un coup de queue hori-
zontal est sans que la bille du joueur ait rien choqué
auparavant, le point H sera sur la direction de la vi-
tesse AD ou du coté opposé si la rotation est directe.

Pour avoir le mouvement aprés le choc, il suffira
de modifier les vitesses AB et AH en raison du frotte-
ment contre la bande, absolument comme nous avons
indiqué qu'on devait les modifier par I'effet du frotte-
ment dans le choe de deux billes.

On prendra sur AD la distance AF = ¢ w =1 AH
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du cété opposé au point H; parle point F on ménera
la ligne FK paralléle a la bande, et par le point D la
ligne DK perpendiculaire a cette méme bande. En por-

tant la longueur Rr ou : W,%—de A vers C si b est

positif, et du coté opposé si & est négatif, et joignant
C et K; la droite CK fera I'angle « avec la bande.

La quantité BB", dont la grandeur doit étre portée
dans la direction paralléle a KC, est égale af(14¢)
W sin. g, c'est-a-dire qu'elle sera la fraction f, de la
longueur DB. Prenant donc BB" = £, DB, et dirigeant
BB" parallélement a KC, on aura le point B” par lequel
devra passer la direction finale quand on la fera par-
tir du point H.

Si 'on veut avoir non-seulement la direction de la
marche finale, mais la position ainsi que la courbe dé-
crite; il faudra construire séparément les ¢lémens
AB et AH, qui ont lieu aprés le choc, comme lors-
qu’il s'agissait du choc entre deux billes.

On projettera B” en B' sur BB’ paralléle a la bande
(f1g-24 et 25); AB sera la vitesse W apreés le choc. En
déplacant H d’'une quantité HH' égale a B'B’, et dansla
direction qui va de B” vers B', c’est-a-dire qui se rap-
proche de la bande perpendiculairement, AH’ sera la
valeur de w aprés le choc. On aura ainsi, au moyen
des élémens AB' et AH’, tout ce qui concerne la
marche de la bille aprés le choc.

Quand la bille arrive contre la bande dans son état
final de roulement, le point F tontbe sur le point D;
alors la construction devient celle de lafigure 26.5i en
méme temps la queue a frappé au centre de la bille, le
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point C reste en A, alors la construction devient celle
de la figure 27, ou CK se confond avec AD.

Si le choc a lieu lorsque la vitesse de rotation est
rétrograde, les points H et F échangent leur position.
La construction devient celle de la figure 28; la di-
rection de HB” ou de la paralléle H'B' est celle de la
marche finale, et AB’ et AH’ sont les directions et les
grandeurs des élémens W et w aprés le choc.

On doit remarquer aussi que I'élément Rr avant le
choc, ou AC sur les figures précédentes, se modifie
par l'effet du choc et qu'il devient Rr— 2 8 cos.« Ainsi
la nouvelle valeur AC a employer dans un deuxiéme
choc contre la bande s'obtiendrait en déplacant le
point C en C' d'une grandeur CC' = : BB/, et dans le
sens opposé a cos. «, c'est-a-dire dans le sens de B vers
B’ ou de O vers C.

Dans le cas ot la bille du joueur vient d’en choquer
une autre avant de frapper la bande, et que la distance
entre cette bille adverse et la bande est assez petite
pour que les élémens AB et AH n'aient pas repris leurs
valeurs finales; alors, au moment du choc contre la
bande, les élémens AB et AH (fig.29) ne sont plus sur
la méme ligne, ils font entre eux un eertainangle. En
se reportant a ce qul a été dit pour le choc de deux’
billes, on verra qu'en désignant par u la projection
de la vitesse du centre de percussion supérieur sur
une perpendiculaire a la bande, on a toujours

Slll.a:-',i

eEIR

Wcos.?—éw,-l’-:-

COos. a = ’
(2]
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» étant la valeur de

Vi ur+ (Weos.p— 3 W, %)

On construira évidemment ces valeurs comme dans
le cas précédent, a cela prés que la ligne FK, paralléle
a la bande, partira du nouveau point F, extrémité de
la ligne AF= 2 AH et portée dans la direction oppo-
sée a AH.Le reste de la construction sera en tout sem-
blable aux précédentes. Dansle casou la vitesse de ro-
tation est rétrograde au moment du choc,on modifiera
la construction comme on le voit dans la figure 3o.

11 est facile de voir que les marches aprés le choc
conduiront a des droites, et que les courbes disparais-
sent si au moment du choc la vitesse w ou AH est
nulle. ‘

La figure 31 montre uneapplication d'un deuxiéme
choc contre la bande, aprés un premier choc contre
une bille. Elle suppose que le coup de queue a été
donné & gauche et assez haut pour qu'au moment du
choc contre la bande, les élémens soient AD —="W et
AH =w. On voit par la construction de la marche
finale et du point L, extrémité de la courbe, que la
bille du joueur vient ricocher contre la bande.

En prenant én considération les résultats de ce cha-
pitre, on peut déterminer par expérience le coefficient

/. du frottement dans le choc contre la bande, si I'on
a déja le coefficient e.

Pour cela il suffira de jouer contre la bande
bien perpendiculairement, en donnant le coup de
c6té et a la hauteur du centre, et en placant la bille
assez prés de la bande pour qu’elle y arrive a I'état
de glissement. Si le coup de queue se donne un peu
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loin de la bande, il suffira de frapper la bille un peu
en dessous du centre pour qu'elle arrive a l'état de
glissement au moment du choc. En appelant ¢ I'angle
que forme la marche au retour avec la normale a la
bande, il est facile de voir, soit par les formules, soit
par les constructions, qu'on aura

tang. ¢ = £, LE9.
Cette tangente sera donnée par expérience en exami-
nant le point ou la bille revient toucher la bande
opposée. Ainsi, connaissant ¢, on tirera de la la valeur
de f. Comme il est assez difficile d’étre siir que la bille
est arrivée contre la bande a I'état de glissement, on
répétera le coup de queue un grand nombre de fois,
et 'on observera chaque fois la tangente de I'angle ¢
avec la normale. Or, comme ¢ varie assez pour diffé-
rentes vitesses, on se trompera trés-peu en le regar-
dant comme constant pour les différens coups qu'on
aura donnés avec l'intensité la plus constante possi-
ble : tang. ¢ n’aura donc varié qu'en raison de la ro-
tation horizontale, c’est-a-dire de la valeur de w. Mais
comme tang. ¢ prend son maximum pour w =o, ainsi
que le montrent les constructions indiquées dans ce
chapltre, il s'ensuit qu'en observant ce maximum
parmi un grand nombre-de coups, on aura alors
(o) |
. ,

tang. § = .

ce qui donne £, au moyen de e. Cest ainsi que j'ai été
conduit & prendre ;= o,20.
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CHAPITRE VIL

Cas particulier ou il faut modifier les formules et les constructions
relatives a I'effet du frottement pendant le choc.

Lorsque le point de la bille du joueur qui vient
choquer, soit une autre bille, soit la bande, a une vi-
tesse propre dont la direction fait avec la normale au
point de choc un angle inférieur a une certaine limite,
alors les phénoménes de mouvement changent de na-
ture. L'effet du frottement pendant le choc n’est plus
de produire une quantité de mouvement dans le rap-
port constant f; avec la quantité de mouvement qui
sest produite normalement au point de contact entre
les deux corps; mais de forcer le pointdela bille mo-
bile qui est venue toucher 'autre corps aadhérer ace
dernier, et a ne s’en séparer que par rotation et non
plus par glissement. Dans ce cas le frottement doit
étre assimilé 4 une quantité de mouvement capable
d’annuler la vitesse tangentielle an point de contact.

Pour calculer cette quantité de mouvement, dési-
gnons-la par Q; désignons par S la petite vitesse verti-
cale que prend le centre de la bille par I'effet du choc,
vitesse que nous avons négligée dans les calculs
précédens , comme n'influant pas sensiblement sur la
marche de la bille, mais qu'il faut considérer ici. Re-
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présentons toujours par V et U les autres compo-
santes de la vitesse du centre dans le sens de la tan-
gente et de la normale au point de choc; par W la
vitesse résultante de Uet de 'V, et par ¢ I'angle que W
faitavec la tangente. Désignons par p',¢,r, U, V', 'S,
les ¢lémens du mouvement aprés le choc rapportés
toujours a la direction de la tangente au point de
choc pour axe des y, nous aurons, en désignant
toujours par M la masse de la bille

i Rp =i Rp,

: R '=%.R’q+R%sin.a,

tRrF7=2:Rr —R %cos. a,

V' =W cos. ¢ — % cos. a,

S = — % sin. a.

Pour que la vitesse tangentielle au point de choc soit
nulle, il faut qu’on ait

V' 4 Rrf =o,
) S’—-Rq'=o,
ce qui donnera ,
—ﬁ- COs. ¢=}(Weos. ?-l-Rr),
et
%sin.a_—.—--;-Rq;

Rg étant rapporté ici a la tangente au point de choc
pour axe des y. Or, les deux membres de ces deux
équations sont des vitesses qui sont précisément les
numérateurs des expressions qui nous ont servi &

construire cos. « et sin. «: leur résultante% est donc
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représentée par les > de la distance CK dans toutes les
figures qui se rapportent aux effets du frottement , soit
avec la bande soit entre les billes.

Mais puisque cette résultante % suffit pour retenir

le point de choc et pour 'empécher de glisser, il n’y
aura pas glissement toutes les fois qu'on aura pour
le choc contre la bande

S (1 4¢) Wsin. 9 > %,
c’est-a-dire
S, (14 4) Wsin. 9 > 2 V(W cos. ¢ + Rr) 4 Rige.

En se reportant aux figures de 24 & 30, la condi-
tion ci-dessus devient
BB > : CK.

Ainsi, a partir du point ou cette inégalité est satis-
falte au lieu de prendre la distance BB” égale &
Ji (14+¢) Wsin. ¢,
on prendra

BB" = : CK. -

Ceci s’applique au choc entre les billes comme au
choc contre la bande; ce sera la longueur BG = BB,
dans les figures de 22 & 23 qui devra étre prise égale

2 CK toutes les fois qu'on aura

;CK<BG ou BB".

10
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CHAPITRE VIIL

De l'effet du coup de queue incliné.

Lorsque 'on donne & la queue une inclinaison par
rapport au tapis, il se produit un double choc, I'un
entre la queue et la bille, I'autre entre la bille et le
tapis. Il faut avoir égard a ces deux chocs simultanés
si 'on veut déterminer le mouvement dela bille.

Nous nous reporterons ici & ce que nous avons dit
au commencement du deuxiéme chapitre sur la
direction de la quantité de mouvement due au choc de
la queue, et nous la prendrons par conséquent dans
la direction méme du choc, c'est-a-dire de 'axe lon-
gitudinal de la queue.

Nous appellerons ligne du choc laligne menée parle
point ou la queue frappe la bille dans la direction de
T'axe de la queue, et plan vertical du choc le plan ver-
tical mené par cette ligne du choc.

Nous poserons les notations suivantes :

Q, quantité de mouvement due au choc de la queue
dans la direction de I'axe de cette queue. En repré-
sentant par W, la vitesse que prendrait le centre de
la bille sous le méme coup de queue donné au méme
point si le choc contre le tapis ne modifiait pas cette
vitesse; on aura Q=MW..
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#, angle que fait la direction du choc avec le plan
du tapis.

h, distance horizontale entre le centre de la bille et
le plan vertical du choc : cette quantité étant positive
quand ce plan sera a droite du centre, et négative dans
le cas ou il sera a gauche. '

k, la distance entre la ligne du choc et Phorizontale
menée par le centre perpendiculairement au plan
vertical du choc : k étant positif quand la ligne du
choc tombe en dessus de cette horizontale , etjnégatif
quand elle tombe en dessous.

F, la quantité de mouvement due au frottement
entre labille et le tapis pendant le choe.

U.V, p,q, r,,les élémens ordinaires du mouvement
de translation et de rotation de la bille aprés le choc.

La vitesse au point d’appui a pour composante
suivant les axes,

U, +Rgq,, et V,—Rp,.

Cette vitesse, que nous désignons par @, aura pour
valeur

e, = V/(U,+Rq,)+(V,—Rp,).

Les momens de la quantité de mouvement Q autour
des trois axes seront :

Autour de I'axe des x Qk,
* Autourde l'axe des y — Qhsin. g,
Autour de I'axe des z — Qh cos. g,

en prenant toujours comme positifs les momens des
forces ou quantités de mouvement qui font tourner
de gauche & droite autour des axes du coté des coor-
données positives.
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Les momens du frottement F au point d’appui se-
ront :

Autour de Paxe des x + FR ( —Rp. )
Autour del'axe des y — FR (I—J—gﬁ) ,
Autour de 'axedes z o. '

En employant ici le principe sur I'équivalence entre
les quantités de mouvement dues aux forces motrices
et aux vitesses quelles produisent, nous aurons

MU‘=_U-__*_'___R7' F,
(L]
MV,=Qcos.,u-—£‘—f:%-RL')F
(A)  :MRp,—QFk +FR ("_I:'O_RE:),

: MR*q, = — Q hsin. y— FR (D B2

iMRr,= Qhcos. p.

On n’écrit pas ici I'équation qui se rapporte a la
vitesse verticale de bas en haut que pourrait prendre
la bille par I'élasticité du tapis. Cette élasticité est as-
sez faible pour qu’on puisse négliger la vitesse qu’elle
donnerait pour les coups de queue ordinaires lorsque
I'angle n'est pas trés-grand ni le coup trés-fort. Mais
au reste, sila bille ressaute, les vitesses U, V p g, r.
se rapporteront a I'instant o1 clle retombe sur le plan
aussi bien qu'a I'instant o elle le quitte, puisque dans
I'intervalle ces quantités n'auraient pas changé. Il n’y
aurait d'autre effet de I'¢lasticité que 'augmentation
du frottement pendant le choc, puisqu'il est en
rapport avec la quantité de mouvement perdue par
le choc vertical. Mais comme on va voir que l'inten-
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sité¢ du frottement n’a pas d’influence dans les prin-
cipaux résultats que nous allons donner, il s'ensuit
qu'il en est de méme de I'élasticité du tapis qui rendrait
une certaine quantité de mouvement vertical a la
bille. Ainsi le seul effet de cette élasticité, si elle fait
ressauter la bille, serait de changer un peu les coor-
donnés de départ qui ne devraient se compter que du
point ou elle est quand elle retombe, et de modifier ce
qui dépend spécialement de I'intensité du frottement .
pendant le choc. L’expérience montre que ce ressaut
n’est passensible dans les coups de queue d’une inten-
sité ordinaire, quand on ne tient pas la queue trés-
inclinée : ainsi ' nous en ferons d’sbord abstraction
pour traiter les effets des coups de queue ordinaires.

Quoique les équations (A) ci-dessus paraissent du
second degré a causeduradical ©, cependantles valeurs
de U, V, p. q, deviennent trés-simples : les calculs
montrent qu'elles s'obtiennent en substituant dans
U +Rg, et V—Rp.

.

que seraient ces quantités s'il n’y avait pas de frotte-
ment sur le tapis; c’est-a-dire en y substituant

les fractions pour U, V.p, etq,,ce

U=o,V,= Q cos. pu.

M . -
Q Asin. p Q M4 cos.
—s XK —sx asm S T ol o
RP'_‘MR’ qu ANI R 7an ’NI R
On arrive a ce résultat en tirant d'abord les cinq in-
connues ci-dessus en fonctions de @., et substituant
dans I'équation
el‘ = (Ul +qu)‘ + (Vl - RPI)’ ’

laquelle donne la valeur de 0, :
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Si I'on pose pour abréger

P=‘/h'+ (2 Rcos. p— 4 )’
sin. p

on obtlent les valeurs suivantes des inconnus,

U,_+I%I‘,
R
Rq-=-—%]%h5i;"—§§1l;,

Rr, ___51%_’_'_‘319{5_!‘_ .

Au reste, on n'aurait pas besoin de cette résolution
pour preévoir ces valeurs. Il aurait suffi de remarquer
que le frottement ne se développe que par l'effet du
mouvement déjé commencé; il doit prendre d'abord
la direction qui resu]te des valeurs que prennent les
UtRg Y —Rp
C) @)
valeurs qu'auraient ces quantités sans I'influence du
frottement : et comme il est facile d'établir qu'il ne
change pas de direction pendant la durée du choc, il
s'ensuit que la quantité du mouvemeut totale qu'’il
produit, décomposée dans le sens des axes sur le tapis,
donne bien les valeurs

pU+Re) | (V—Rp)
e e

en donnant a UV pq les

rapports

ou bien
hsin. p et l.‘,(‘Rcos y—K)

psin. p psin. p
Voici comment on peut démontrer qu'en effet le frot-

—F ——
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tement ne peut changer de direction pendant la
durée du choe.

Désignons par = la force produite par la queue, et
par 3 celle qui se produit pas le frottement contre le
tapis; nous aurous par le principe general de dyna-
mique,

a9l _ (U + Rq)
dt )
av (V—Rp)
M7;_— P + ® cos. p
%MR'%:N/‘-{-R (V—RP)
s ,d L (U +Rg)
: MR -?d—?- =—1rhsm.y.—R7——e——q—.
3 MR‘ " = — r hcos. ™

Les quantités &, h et . ne changeant pas sensible-
ment pendant la durée du choc, on pourra intégrer
en les regardant comme contantes.Si I'on prend done
les intégrales a partir du commencement du choc,
c'est-a-dire a partir de I'instant ou toutes. les vitesses
sont nulles, et jusqu'a la fin du choc, lorsqu’on a
U= U.,V V., p=p.,9q=q.,r=r,; on aura

MV.=-—-qu—:—-R—P)dt
$ MR'p, =k rdt+R [y (____V Rp) de,
§ MR'g, = — hsin. g fnde—R ['g “‘7’ a,
3 MR*'r, = — hcos.p frdt.

Pour que ces équations apprennent quelque chose,
c'est-a-dire qu'elles donnent celles qu'on emploie or-

e e — e —— —




(152)
dinairement comme application du principe de d’Alem-
bert; ou, en d’autres termes, pour démontrer que ce
principe a lieu en calculant la direction du frotte-
ment comme étant celle de la vitesse de glissement
au point d’appui a la fin du choc, il faut montrer
qu'on peut remplacer les intégrales

f? (U + Rq) dr,
(3]

=
®

par les quantités

.Ik:_n_q.'f?dl,

e

c’est-a-dire que les rapports v o et

constans pendant la durée du choc : si cela n'était
pas, on ne connaitrait nullement le rapport qu’il y
a entre les intégrales ci-dessus, et par suite le prin-
cipe de d’Alembert n’apprendrait rien pour la solu-
tion de la question.

Or, par la forme des équations différentielles ci-
dessus, on reconnait quelles admettent comme in-
tégrale la relation

U+Rg=A(V—Rp),
A étant une constante qui doit étre déterminée con-
venablement. '

En effet, cette équation satisfait aux conditions
initiales, U=0, V=0, p=0,¢9=0: de plus, enla
différentiant, on a

dU +Rdg = A (dV — Rdp).

, restent

Y—Rp
(2]
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En substituant ici les valeurs de dU, 4V, Rdp,
Rdg tirées des équations ci-dessus, on a

? (U+Rg) , mhsing o(V—Rp) = Tk
~iM e MR —A(_% ° *ﬁms'*"‘m—n)'

Or, en prenant
— hsin.p
A= ———
2Rcos.pu—k

Cette équation se réduit a
U+Rg=A(V— Rp).

C'est la relation méme d’oui I'on est parti; ainsi elle
est une intégrale des équations différentielles du pro-
bléme. Cette intégrale est bien dans la solution dy-
namique de la question. Car on prouverait facile-
ment qu’il N’y a pas deux solutions analytiques &
partir des initiales U=0 V=0 p=09g =0 r—=0, parce
quil n’y a pas de solution singuliére pour ces ini-
tiales.

U+Ryg
- V—Rp
pendant la durée du choc, il en est de méme des rap-
ports

" Ayant établi que le rapport est constant

U+Rqetv—Rp
) e '

puisque I'on a
e = V({U+Rg)'+ (V—Rp).

Ainsi on peut mettre dans ces rapports, soit les pre-
miéres, soit les derniéres vitesses qui ont lieu pen-
dant le choc et les faire sortir des intégrales ; on aura
ainsi
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My, = — Lt Re.
©

Jedt,

MYV, =cos.u fndt— (VI_TRP') Sydte,

(V.—Rp)
——— Sedt,

R (U.+IRq.)
o

: MRp, =K frde + R

: MRq, = — hsin. p frdt —
tMRr,= hcos. p[frdt.

fq;dl,

On voit done que les équations ordinaires fournies
par le principe de d’Alembert se trouvent justifiées.
Les quantités Sq d¢, fr dt sont ce quon appelle les
quantités de mouvement dues au choc de la queue et
au frottement.

U+R , V—Rp

Les rapports restant constans

. S
pendant le choc et ayant les valeurs qui résultent de
U + Rgq — hsin. p

VZRp~ TRcos.p—K’
il s’en suit qu'au lieu de remplacer U V p g dans les rap-
U+Rg V—Rp

0] ©
les valeurs constantes et connues de ces rapports telles
qu’on les déduit de I'équation ci-dessus, ce qui fournit
préciscmentles équations (B) trouvces par la résolu-
tion des équations (A). :

Nous simplifierons un peu ces équations (B) en
posant Sz dt ou bien Q==MW,, c’est-a-dire en appelant
W, la vitesse que prendrait le centre de la bille par
I'effet du méme coup de queue si le tapis ne modifiait
pascette vitesse. Nousdésignons par /£, lecoefficient par
lequel il faut multiplier la quantité de mouvement
normale au tapis pour obtenir celle qui est due au

ports par U, V. p, g, on peut mettre

T == e e e g e
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frottement, ce qui reviendra a poser f9dt ou F=
J MW, sin. p. Nous aurons ainsi pour les valeurs (B),

U,=J‘;W,sin.p—:-,

(2R cos. pu—K)
P ’

V=W, cos.u—f, W,

(C) %RP.-: W. .f_{. +f..W‘ (% RCOS.F.._.K)’
tRg,=— W, sin. %'—'f.‘v,sin.pi ,
P
)/
%Rr'=—W.cos.y_lf{.,

Silecoup ctaitassez incliné et le tapis assez élastique
pour que labille ressautat un peu aprés le coup, il fau-
drait considérer la vitesse verticale rendue aprés ce
choc; en la désiguant par S, et représentant par ¢ la
fraction de la vitesse normale au tapis qui est rendue
aprés le choc; on aura

S=¢W, sin. p

Le coefficient £, devra alors étre changé en £ (14 ¢)-

Deplus, on doit remarquer que les élémens UV pgr
qui ont lieu immeédiatement aprés le choc au mo-
ment ou la bille ressaute et quitte le tapis, n’éprouve-
ront aucun changement tant qu’elle sera en l'air, et
quau point ou elle retombera elle possédera ces
mémes élémens de mouvement. Il suffira donc de les
appliquer au point ou elle retombera, en ayant égard
au nouveau choc qui se produit, pour connaitre de
méme la marche de la bille a partir de ce point.
1l 0’y aura d’autre modification dans les constructions
qu'on indiquera plus loin pour avoir la marche &
Faide de ces élémens, qu'a les faire partir du point
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du tapis ou la bille retombe. Ce point sera sur la
résultante de U, et V,, direction dont nous donne-
rons plus loin la construction.

Lorsqu'on veut seulement obtenir les vitesses finales
désignéespar U, V| p_q, r dans le premier chapitre, et
examiner quelle direction suit la bille dans la marche
finale, on n’a pas besoin de connaitre les valeurs
des termes qui dépendent du frottement. En effet,
on a trouvé

Or, en mettant ici les U, et V, tels que les four-
nissent les premiers membres des équations (A), on
voit que tous les termes dépendant du frottement
disparaissent, et 'on trouve ainsi

"M R’
V,—: _9_ R cos. p 4 Ir.

M R .
Ces valeurs subsisteront quand méme la bille res-
sauterait par I'élasticité du tapis, car cela ne changera
en rien les formes des valeurs des vitesses initiales
U, V,, Rp, Rq, Rr: il nen résulterait qu'une aug-
mentation dans le frottement; mais comme il dispa-
rait dans U, et V , ces quantités n’en sont nullement
modifiées.

La quantité R cos. p + k n’est autre chose que la
perpendiculaire abaissée du point d’appui de la bille
sur le plan passant par la ligne du choc, et par I'ho-
rizontale perpendiculaire a sa direction; ou bien en-
core c'est la distance entre cette ligne du choc et I'ho-
rizontale tracée par le point d'appui perpendiculaire-
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ment a sa direction. Si nous désignons par /, comme
nous I'avons déja fait, la hauteur ot la ligne du choc
vient percer le plan vertical des xz, c’est-a-dire celui
qui est mené par le centre de la bille perpendiculaire-
ment au plan vertical du choc; on aura évidemment

R cos.p + k=1 cos. p.

Les expressions ci-dessus pourront donc s'écrire
ainsi qu’il suit:

hsin. p
U,=: ® w,,
I cos. u
V=1 n Ww..

Ces valeurs renferment plusieurs conséquences re-
marquables sur les effets du coup de queue.

Pour que la bille marche en ligne droite et ne dé-
vie pas, il faut que 'on ait V,—=o0, ce qui exige qu'on
ait ou p=0, ou h=o. Ainsi,

La bille n’ira en ligne droite, dans la direction de la
queue , qu'autant que cette direction sera horizontale;
ou bien, si elle ne lest pas, quautant que le plan ver-
tical du choc passera par le centre de la bille.

La bille ira toujours en ligne courbe toutes les_fois
que la queue ne sera pas horizontale, et que le plan
vertical du choc ne passera pas par son centre.

Le signede U, indique de quel coté la bille marchera
dans son état final par rapport au plan vertical mené
par son centre dans la direction du coup de queue.
Or, ce signe de U, étant le méme que celui de 2, il
s'ensuit que, toutes les fois qu’'on tient la queue incli-
née et que le plan vertical du choc ne passe pas par
le centre de la bille, celle-ci décrit une ligne courbe
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qui se sépare de la direction du choc, en se portant du
cité ou est situé le point du choc, ou en termes plus
abrégés, que la bille se deévie de la direction du choc
en se portant du cité oi elle a été farppee.
La tangente de I'angle ¢ de la déviation finale de

la hille est égale au rapport' des vitesses finales v’

ainsi on aura
ktang. p
l

On peut voir ce que représente cette expression en
considérant le point R, (fig. 34), ou la ligne du choc
va percer le tapis. Dans celte figure, la partie sup¢-
rieure est une projection sur le plan vertical du choc,
et la partie inférieure une projection sur le tapis. Les
cercles représentent la bille dans une proportion
agrandie par rapport ala longueur que nous indique-
rons plus loin comme représentant la vitesse W.,.

La distance 2R du point R a celui ou le plan vertical
du choc PR coupela perpendiculaire A a sa direction
tracée surle tapis parle point d’appui A,a pour valeur

]

tang. p

' tang. y =

. R =

De plus la distance A% sur la figure 34, est la quantité
h, ainsion a

RR  htang.

h = -——:g = tang. }.
Ainsi, I'angle ¢ de la déviation finale est précisément
celui que fait AR avec la direction AB. La ligne AR
est donc paralléle a la marche finale de la bille.

On arrive donc a cette conséquence fort simple :

que la direction finale du mouvement de la bille est
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paralléle a la ligne qui va de son point dappui au point
oiela ligne du choc perce le tapis.

En vertu de ce théoreme, la bille finirait par reculer,
cest-a-dire par revenir en sens contraire de la direction
primitive de la vitesse de départ si {a ligne du choc per-
cait le tapis en deca du point d’appui. Dans ce dernier
cas, ainsi que nous le ferons voir plus loin, il n’est
pas possible ordinairement que la conclusion ci-dessus
soit applicable, parce qu'elle suppose que la queue
ne touche plus la bille aprés le choc, circonstance
qui n'aura pas lieu si le coup est trés-incliné et ne
frappe pas un peu bas assez prés de I'équateur ho-
rizontal, ou si le joueur ne met pas une grande
adresse a retirer la queue apreés le coup. Cest ce que
nous développerons un peu plus loin.

Pour avoir la position de la ligne que suit la bille
dans son état final, il faut connaitre 'amplitude de la
courbe décrite; c’est ce que nous allons chercher
maintenant.

Mais ici, ce que nous trouverons dépendra, bien
entendu, des coefficiens du frottement £ et f; soit pen-
dantle choc, soit aprés le choc.

Il faut remarquer que s’il y a élasticité, la quantité
de mouvement verticale ou l'intégrale des pressions -
sur le tapis sera plus grande que MW, sin. y; elle serait
2 MW sin. pour une élaslicité parfaite (1). Dans ce cas,
on aurait 2 £ MW, sin. x pour la quantité de mouve-

(1) Il est bien entendu que par élasticité du tapis, on entend
seulement la propriété de rendre une vitesse verticale sans que cette
propriété tienne uniquement a Pélasticité moléculaire de la matiére
du billard.
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ment due au frottement ; mais dans la réalité, a cause
du peu d'élasticité du plan du billard, il ne faudrait
prendre que £ MW, sin. g, £, étant peu différent de
0,20, valeur que nous avons trouvée pour le choc
contre la bande.

Reprenons les valeurs (B) précédemment trouvées
pour les élémens U, V. Rp, Rq, Rr, en supprimant
maintenant comme inutiles les indices en bas de ces
élémens ; nous aurons

U = f, W sinp ﬁ,
P
3R cos.p—k

psin.p.
$R cos.p—k

psin. p

V = W,cos. p— f, W, sin.

(A) $Rp=W, 5+ /W, sinp

1Rg = —W, hsin. p + £, W, sin.p 2,
R P
h cos.
1Rr=—W, ——c;: £,

La distance p est donnée par

p—\/h‘+[ : R cos. y.]

sin. p

11 est facile de voir, (fig. 34), que N étant le cen-
tre de percussion supérieur de la bille, c'est-a-dire
le point situé au-dessus du centre O & une hauteur
égalea:R, sil'on méne un plan horizontal par N jusqu'a
sa rencontre en P’ avec la ligne du choc, la distance
P'N en projection verticale, qui dans ce plan va du cen-
tre de percussion N a ce point P, et qui est égale &
sa projection AP sur le tapis, sera précisément la
valeur de la quantité p ci-dessus; ainsi on a

g == AP,
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De plus, si Ton désigne par y 'angle que fait la di-
rection de cette ligne p ou AP avec la direction AB
du plan vertical du choc, en la prenant de A vers B;
on aura : : -
ot k—3 Reos.p
S q05-7=-—-*?s—im——,, '

sin, y = —,

En introduisant ainsi o et I'angle y dans les formules
ci-dessus, et posant pour abréger
& = f, W,sin. p,
on aura
U= dsin.y,
V= W,cos. u+ 8 cos. y,
3 Rp= W,—k — dcos. v,

hsin. p

$ Rg=—W, R 4d'sin.y,
h
H Rr:—W. -ﬁ COS. .

Pour connaitre la courbe décrite par la bille, il fau-
dra trouver d'abord la vitesse initiale AB’ qui est la
premiére tangente a cette courbe, c’est-a-dire la résul-
tante de U et de V. Pour cela on portera de B en B’
dans la direction BB’ qui fait Pangle y avec AB , ¢est-a-
dire dans la direction de AP, une longueur BB’ = 3 :—
S W, sin. p.On aura cette longueur £ 'W, sin. p. enpro-
jetant sur la verticale la longueur £ W, — f, DB=BS,
ce qui donneraf, W, sin. u = BG ; on reportera cette
projection BG de B en B/, et joignant A et B/, on aura
la vitesse initialé AB aprésle coup de queue.
Connaissant déja , par ce qui a été donné ci-dessus, '
la direction AR de la vitesse finale, il suffira pour
11
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construire la courbe décrite par la bille;, de trouver
la grqndeur AE de cette vitesse finale, et de se reporter
ensuite ala construction de la figure 1, ou I'on peut
tout conclure des vitesses AB et AE.

La direction EB' est celle de la vitesse du point
d’appui, cest la direction FB de la figure 1; elle est
donnée par les rapports des eomposantes de cette vi-
tesse. Ces composantes sont,

' U+Rg, V—Rp.
Elles deviennent par les valeuns cl—dessm ’

135“"1_ lw !I»_Sl_‘l;y-

et ' R k
23cos.y+ W, (-——J—--T - oo;i"— ).

En vertu des valeurs de sin. y et cos. y, savoir:

. sin. [
Ces composantes se réduisent &

sin. ¢ ({-8—% W, sin. p,—&,),
cos. y (; 3— 5 W,sin. p %)

A c¢ause du facteur commun, on voit ici que la di-
rection de la vitesse EB’ au point d’appui aprés le
choc est encore celle qui répond a langle 7i
c'est donc celle de PA ou de BB. Ainsi, il n’y aura
qu’a mener BE par le point B parallélement 4 AP,
et lintersection E avec AR prolongé donnera la
longueur AE pour la vitesse finale. On achévera en-
suite la construction.comme dans la figure 1; ¢'est-a-
dire qu'on prendra le point M au milien de. B'E, puis

(D)
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on tirera AM qui contiendra le point extréme L de la
courbe. Pour avoir ce point, on prendra la distance
AL de maniére qu'elle soit a AM dans le rapport de
BE afg, ou de BMa ! fy. .

On voitd’aprés cette constructmnque le frottement
du tapis pendant le choc commence par porter I'élé-
ment AB en AB', absolument comme cela serait arrivé
pour une certaine partie de la courhe déerite par la
bille, si celle-ei fut partie aprés le coup de queue sans:
I'influencedu frottement pendant le ehoc, et se fatthue
sur le tapis.avec l'influence du frottement pendant la
marche en ligne courbe. L'influence du frottement
peudant le choc ne fait donc¢ que supprimer une pre-
miére partie de cette courbe en laissant subsister
la derniére partie et la marche finale , comme si cette
influence n’avait pas eu lieu, -

On remarquera que, daos le ¢as ou la bxlle res-
saute , il suffira de faire toutes les mémes construe-
tions & partir d’'un nouveau point A, qui sera celui ot
la bille retombe sur le tapis. Ce point sera éloigné du
premier point d’appui A a I'instant ou le coup de
queue a été donné d’'une dlstance Adonnée par

¢ W sin. i V' U 5
g

1=
ou bien

A= —;l sin. p V' (W, cos. 9-—-8cos v)=+3'sm .

Dans ces nouvelles constructions, on Vdevra rems-
placer le coefficient £, par fi (1 4 2¢). En effet; le
prémier choc de la gueue produit alors une quen-
tité de mouvement verticale (1 +¢) W, sin. ., et le
choc sur le tapis & Vinstant od la bille retombe,
une autre quantité de mo«uvemwem verticale ¢ W.sin .
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La proposition établie précédemment;savoir, que
la marche finale de la bille aprés le coup de queue in-
cliné ne dépend pas de I'intensité du frottement, ou,
en d'autres, termes, de I'intensité de la quantité de
mouvement verticale W sin. p. avec laquelle la bille
choque le tapis, peut s'étendre sans difficulté a ce
qui arrive aprés le choc contre la bande. On est
conduit ainsi a4 reconnaitre que dansle cas du choc
de; la bille contre la bande, en faisant abstraction
de la’ quantité de mouvement verticale due au frot-
tement pendant le choc, nous n'avons commis au-
cune erreur sur la direction de la marche finale de
la bille. Quant & la courbe décrite par la bille, elle
recoit une légére influence de cette quantité de mou-
vement verticale. Ainsi, dans le cas ou la rotation est
directe et ou u est positif et sin. « négatif, il y a un pe-
tit ressaut de Ja bille. Alors il faut déplacer un peu
Forigine A de la courbe dans la direction de A vers
B, et d'une distance 1 déterminée par

¢« W*sin. g sin. « /¢ sin.” o + (cos. ¢ — £, sin. o cos. a)”,

‘ g :
En conservant ici aux angles « et ¢ la signification que
nous leur avons donné au chapitre VI. On devra
opérer en méme temps sur les élémens AB et AH’
un petit changement qui les rapproche de leurs
valeurs finales, pour tenir compte ainsi du choc
contre le tapis au moment ot la bille retombe, et cela
par la construction de la figure 34. Seulement, la vi-
tesse perdue par le frottement, qui est représentée
par la dlstance BB/, devra étre prise egale

o stm.,sm.c, - oy

quantlte tn‘es-facx]e a construire sur la ﬁgure

A=
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Dans le cas ou la rotation est rétrograde, et ou « est
négatifet sin « positif; alors, sans déplacer I'origine A,
on doit faire de suite un petit changement sur AB’ et
AH’ pour les rapprocher de leurs valeurs finales; en
employant toujours la construction de la figure 34
pour tenir compte du petit choc vertical que produit
contrele tapis le frottement dela bille contre la bande
Cela se fera en remplaqant la distance BB’ de cette
figure 34 par

S, Wsin. ¢sin. a -

Pour la pratique du jeu, ces modifications peuvent
tout-a-fait étre négligées, surtout pourles vitesses ordi-
naires qu'ont les billes au moment du choc contre la
bande.

Cependant il y a un coup ou Yon ne doit pas né-
gliger cette quantité de mouvement verticale; c’est
lorsque la bille arrive ala blouse du milieu. On voit
alors que si la rotation est directe, la bille, étant un
peu soulevée par l'effet du choc, ne retombe pas dans
la blouse, sila vitesse a I'instant du choc a été un peu
forte. Mais, au contraire, si la rotation est rétrograde,
la bille n’étant pas appuyée sur le tapis aI'instant ot
elle est renvoyée par la bande tendra a tomber plus
promptement : elle pourra entrer dans la blouse
lorsqu’elle posséde une vitesse qui la ferait sauter
par dessus dans le cas précédent. Ainsi, a vitesse
égale, labille du joueur risque toujours bien plus de se
perdre dans la blouse du milieu quand elle y arrive
avec une rotation rétrograde. i

II se présente un cas particulier ou, pour tr alter le
coup de queue incliné, il faut modlﬁer les construc-
tions, ainsi que nous avons remarqué qu'on devait
le fau‘e dans le choc d’une bille contre la bande.
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Ce cas est celui o le frottement du tapis contré la
bille pendant le choc est suffisant pour retenir ce
point d’appui de la bille, et le foreer a adhérer au
tapis sans glisser pendant le choc. :

On trouve facilement la quantité de mouvement

nécessaire pour retenir le point d’appuien posant les
conditions

U + Rq, = 0,

V,—Rp, = o; :
elles expriment que la vitesse absolue BE au point
d'appui est nulle, c'est-a-dire qu'on a BB’ = BE. Ces
équations, en vertu de la réduction des quantités
ci-dessus aux expressions (D) de la page 162, peuvent
se réduire toutes deux a

d—1 W,siu.y.l:— =o.

ou bien en vertu de la valeur de 3, a
—s P
=i
Ainsi on voit que si p, ¢’est-a-dire AP ( fig. 34 ), est de-
venu assez petit pour que I'on ait
p=3/iB, cupg <t fR
le frottement £, changera de valeur et n'agira plus que
pour emp»cher le ghssement Sa valeur ne sera pas
alors supérieure a celle qui résulte de 'équation
| o=7f R -

Ainsi dans ce cas on prendra toujours BB =BE, et l4
bille sera de suiteason état final apresle coupdequeue‘

Pour que la bille se meuve aprés le coup ‘de queue
avec les vitesses trouvées par les constructions précé-
dentes, soit dans le cas général, soit dans le cas parti-
culier dont nous venons de parler, il faut qu’aprés le
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choe il y ait séparation de la bille et de la queue, afin
que celle-ci he continue pas de toucher la bille et ne
modifie pas les vitesses déterminées par la supposi-
tion que la bille n’a recu qu'une quantité de mouve-
ment MW, dans la direction de ce coup de queue.
- Pour déterminer & priori la vitesse W, et pour re-
connaitre si en effet il y a séparation, nous remarite-
rons que le tapis ayant uné certaine compressibilité
due & I'épaisseur du drap, l4 bille a dii descendre J'uize
trés-petite quantité avant de recevoir du tapis une
trés-grande force qui ne peut se produire que quand
le drap est comprimé par le choc. Or, si le coup de
queue n'est pas trés-incliné, la bille aura parcouru
un certain espace avant que la compression du tapis
soit arrivée a son maximum; et pendant le temps
nécessaire pour ce déplacement, quelque petit qu'il
soit, on peut admettre que le choc de la queue est ter-
miné. En un mot, on peut traiter le choc presque si-
multané de la queue, de la bille et du tapis comme
deux chocs successifs. - ' )

En traitant donc le choc de la queue et de la bille
comme dans le chapitre deuxiéme, et appelant tou-
ibur"s W’ la vitesse de la gueue avant le choc, W, sa
vitesse aprés le choc, W, celle de'la bille aprés le choc
de la queue, M’ 1a masse de la queue; @ la distdnce de
la ligne du choc aa centre de la bille, et 6 la fraction
de la force vive totale qui se perd par le choc de ces
deux corps; on aiira, ainsi qu'on I'a établi dans le
deuxiéme chapitre,

M: Y
14 \/1—-0—3—(14-% 1,)
) M R
W = W <
(2 M
B U
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o — M\/ (+=:-“—')

R»

W, = W T
3 R, MI

L'effet du deuxiéme choc contre le tapis, dans la

supposition la plus géncrale ou il ferait ressauter un

peu la bille, sera de changer la vitesse W, en une vi-

tesse dont les composantes horizontales dans le sens

du coup de queue et dans le sens perpendiculaire au-

ront les valeurs données ci-dessus , savoir

V= W,cos. p — f, W,sin. p cos. v,
U=_f; W, sin. psin. y.
La troisiéme composante verticale que nous désigne-
rons par S sera donnée par
S = ¢ W, sin. p.
¢ désignant la petite portion de vitesse normale rendue
par le tapis.

Pour que la queue et la bille se séparent apres le
choc, il faut qu'en prenant les vitesses de ces deux
corps dans le sens de lanormale au point de choc, la
premiére vitesse soit plus petite que la deuxiéme.

En désignant par NW et NW/, lesangles que font
avec la normale les vitesses W, de la bille et W', de la
queue, on devra avoir pour laséparation apreés le choc,

— W, cos. (NW)> W/ cos. (NW/).

Si'on appelle — 7 et ¢ les coordonnées du point de
choc dans le sens des y et des z, A étant la coor-
donnée de ce point dans le sens des x; on aura
2 V—hU—¢S

— W, cos. (NW) = R



( 169 )

En remettant dans cette expression pour U Vet S
leur valeur, on a

—W, cos, (NW) = W, [ 7508 —sh.p(ﬁ(h_iin.ﬂqws.yﬁcc)]
3 2 R .

D'autre part on a

R - R
Ainsi, la condition de séparation deviendra |

neos.p—sin.u(_ﬁ(hsin.7+ncos.7)+:§) W,
7€0s. p+ § sin. p >-WT,"

ou bien en mettant pour W et W, leurs valeurs en
fonction de la distance a

—cos. (NW,) = VR —a' _ ncos. u+isin. 3

o

l+5£ M 1—8 ONI'/ 5 a
»cos.p—-sin.p(j;(hsin-, -{-ucos,-’).*_‘c) R M M \ 1+ 3 -IF)
7 COS. p+§ sin, © = = -
N \/x—o— %L(x.g..:.fﬁ:)

Les quantités a » g et & étant lides par les relations
@ = (nsin. p — ¥ cos. p) +A°, l
» = cos.p V'R—a" —sin. eV =,
§ == cos.p Vm;+sin.pyi?¢z’:
Si dans I'inégalité ci-dessus on divise les deux ter-
mes du premier membre par » cos. x, on aura

1 — tang. (_/; (-;:- sin.7+cos.1) +'C)>Vt;,'
W

x+-z—tang.p
4 ’

. . . . , ’ Wl’ 3
En laissant ici pour abréger le rapport-—w-auheu

de la valeur en fonction de la distancea.

Examinons d'abord le cas ot a=o0, ce qui donne

h=o0, nsin. p={cos. p, €os.y =1 et sin.y==o0;
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En vértu de la valeur puriérique que prend le

deuxiéme membre de I'inégalité pour =—0,13, =

on aura

1— tang.p 4 ¢ tan
18+t(afng B & P)>°'48
¢ étant négligeable et / pouvant étre pris égal 4 0,20,
on tirera de la que
tang. p < i,24.

Ainsi la bille et la queune se sépareromnt encore apreés
le choc pour une inclinaison de la queue depassant
le demi-droit.

Si nous considérons le cas ol la queue touche la
bille au point d'arriére, cas ol I'on a n=R y4=o,
. et'h=i=0; alors en remarquant qu’on a

cos. p= 11— ﬁ »
I'imégalité ci-dessus devient
s> B

Vu la petltesse du terme £, tang. u, cette condition
est & peu prés la méme que lorsque le choc se fait
horizontalement, puisque, dans ce dernier cas, il
faut qu'on ait pour la séparation

(2

R, A
1 > -‘—v—'.
Dans le cas du choc incliné , Iorsque la queue frappe
ainsi au point d'arricre, langle w est limité par la dis-
tance a, puisque celle-ci ne pouvant dépasser o, 60 R,

on ne peut avoir au plus gue

cos. p = 1——-—0,80.

ce qui répond a un angle p de 36°.
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Si I'on frappe un peu au-dessus du point d’arriére
et un peu de cété, alors si a n’est pas trop grand,
on peut prendre I'angle ;. jusque 45°. Mais p et @ de-
venant un peu grands, la condition de séparation n’a
plus lieu, et le coup n’est nullement assuré, puisque
la bille et la queue ne se séparant plus aprés le choc,
les élémens du mouvement dépendraient du frotte-
ment et ne seraient plus assujettis a la construction
de la figure 34. Néanmoins, les joueurs exercés trou-
vent moyen de retirer la queue si rapidement &
I'instant du choc, qu'ils font disparaitre cette cause
d’'incertitude dans les effets des coups de queue in-
clinés et excentriques, et qu'ils opérent des effets as-
surés hors des limites indiquées par I'inégalité ci-
dessus. 11 leur suffit alors de ne pas dépasser pour
la distance « la limite de 0,70 R, qui est toujours
nécessaire pour que la queue ne glisse pas sur la
bille au moment méme du choc.
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